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Предисловие 

Данное пособие представляет собой последний, четвертый том 
четырехтомника “Математический анализ” (второй том второй 
части)Д. 

Учебник написан в рамках цикла книг по разделам высшей 
математики, составленных на основе курсов лекций, читаемых 
автором в Саикт-Петербургском государственном политехниче- 
ском упиверситете, осповапием для написания которого послу- 
жило желание дать достаточное по строгости, глубине и доходчи- 
BOCTH изложение основ высшей математики. 

Учебник адресован студентам первых курсов высших техниче- 
ских учебных заведений, обучающимся по направлениям и профи- 
лям технических специальностей высшего образования (ВО), раз- 
дел “Математический и естественнонаучный цикл” для которых 
содержит согласно ФГОС ВО курс “Математический анализ” или 
“Высшая математика”. Учебник может быть использован и для 
самостоятельтой подготовки и повышения квалификации по базо- 
вой части этих дисциплин. 

Для успешного овладения материалом обучающиеся должны 
хорошо знать базовый курс математического анализа (в объеме 
первых трех томов учебного пособия “Математический анализ”) 
и владеть навыками логического и алгоритмического мышления, 
а также математическими методами решения задач согласно тре- 
бованиям стандартов среднего образования. 

В четвертом томе учебника изложен теоретический материал 
по темам “Собственные интегралы, зависящие от параметра; 
дифферепцирование и интегрирование по параметру”, “Двойные 
и тройные интегралы”, “Криволипейные интегралы первого и вто- 

рого рода”, “Замена переменных в двойном интеграле”, “Поверх- 
ностные интегралы первого и второго рода”, “Несобственные 
интегралы, зависящие от параметра”, “Интегралы Эйлера первого 
и второго рода”, “Ряды и интегралы Фурье”, “Суммирование расхо- 
дящихся рядов”, “Элементы теории поля”. Эти темы представляют 
собой продолжение материала по дифференциальному и инте- 
гральному исчислению, рассмотренному в первых трех томах.



Разобрано большое количество примеров и задач, разъясняю- 
щих основные идеи, понятия, теоретические факты и их практиче- 
ское применение. 

Перечисленные выше темы определяют содержание компетен- 
ций, знаний и умений, формируемых при изучении материала. 
В результате изучения четвертого тома учебника “Математиче- 
ский анализ” обучающиеся должны: 

знать 
. попятия кратных, криволинейных и поверхностных инте- 

гралов, рядов Фурье и связанные с ними методы математического 

анализа; 
. Положения и теоретические основы интегрального исчисле- 

ния функций нескольких переменных; 

. методы решения прикладных задач, базирующиеся на вычис- 
лении кратных, криволинейных и поверхностных интегралов ит.п.; 

уметь 
использовать полученные знания о математических поня- 

тиях, методах и моделях в практической деятельности при вычис- 
лении кратных, криволинейных и поверхностных интегралов 
и иных характеристик, встречающихся в курсах естественпонауч- 
ных, общепрофессиопальных и специальных дисциплин; 

. применять теоретические знания для математического 
исследования свойств функций нескольких переменных, сходи- 

мости рядов Фурье, свойств кратных интегралов, а также анализа 
и интерпретации полученных результатов в прикладных задачах; 

® самостоятельно формулировать, обосновывать и строго логи- 
чески и математически доказывать утверждения из области теории 
пределов и непрерывности функций нескольких переменных, диф- 
ференциального и интегрального исчисления этих функций; 

¢ выбирать необходимые математические методы для прак- 
тического решения задач оптимизации и вычисления интегралов 
в многомерных пространствах и др.; 

владеть 
° навыками разрешения проблем, возникающих в ходе мате- 

матического моделирования реальных процессов и явлений мето- 
дами дифференциального и интегрального исчисления функций 
нескольких переменных; 

¢ навыками работы с учебной и научной математической лите- 
ратурой для поиска необходимой информации по вопросам вычис- 
лепия кратных, криволинейных и поверхностных интегралов;



. современными технологиями математического анализа 
и информациопной поддержки решения задач теории функций 
нескольких переменных. 

На основе полученных знаний у обучающихся формируются 
следующие общекультурные и профессиональные компетенции: 

. способность использовать основные законы и методы диф- 
ференциального и интегрального исчисления в профессиональной 
деятельности, применять методы математического анализа и моде- 
лирования функций нескольких переменных в теоретических 
и экспериментальных исследованиях; 

. умение выявить математическую сущность проблем, возни- 
кающих в ходе профессиональной деятельности, привлечь для их 
решения физико-математический аппарат исчисления бесконечно 
малых и бесконечно больших функций нескольких переменных, 
приближенные алгоритмы на базе исследования сходимости рядов, 
отыскания экстремумов в многомерных пространствах; 

. способность разрабатывать математические модели объектов 
профессиональной деятельности с привлечением дифференциро- 
вания и интегрирования функций многих переменных, а также 
определять характеристики реальных объектов по разработанным 
моделям.



Глава 7 

СОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, 

ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 

$1. Определение интегралов, зависящих от параметра 

Пусть функция f(x,y) определена в прямоугольнике 

_ asx<b, 

(P) = Пусть при каждом закрепленном у из [c,d] 
с<зу<а. 

b 
существует | f(x,y) dx. Ясно, что каждому значению У из [c,d] 

а 

будет отвечать свое, вполне определенное значение этого интег- 

b 
pana. Следовательно, | I(x, у) dx представляет собой функцию 

а 

переменной (параметра) у, определенную в промежутке [c,d]. 

Введем обозначение 
b 

Гу) = [ f(x,y)dx, ув[с,4]. (1) 

Наша задача будет состоять в том, чтобы, зная свойства 
функции f(x,y), получить информацию о свойствах функции 

Гу). Эти свойства, как будет показано ниже, имеют многообраз- 
ные применения, в особенности при вычислении интегралов. 

Допустим еще, что при каждом закрепленном х из промежутка 
а 

[a,b] существует | i (x,y) ау. Тогда этот интеграл будет представ- 
с



лять собой функцию переменной (параметра) x, определенную в 

промежутке [a,b]. Обозначим ее через 7 (x), так что 

~ d ~ 

I(x) = | f(xy)dy, x e[a,6). (1) 

$2. О допустимости предельного перехода по параметру 

под знаком интеграла 

Теорема. Пусть функция f(x,y) е С(Р) и пусть yy — любое из 
[c,d]. Тогда 

b b b 

lim Узда = J[ lim Fo,» ae = [бд (0) 

b 
>» Отметим, что | I(x, у) dx существует для каждого значения 

а 

У из [c,d], так как Л(х,У)е С(а,5]) при любом закрепленном 

b 
y €[c,d]. В частности, существует | I(x, Yo) ax. 

a 

Возьмем # > 0 — любое. Выберем и закрепим любое yp Е [c,d]. 

По условию f(x,y) е С(Р), поэтому f(x,y) равномерно не- 

прерывна в (Р) (см. теорему Кантора) и, следовательно, взятому 

= > 0 отвечает 5 > 0, зависящее только OT &, такое, что для любых 

двух точек (х’, у’), (х”, у”) из (P), для которых |x” - х'| <5, 

8 

b-a 
Положим у’=у, y”=y, где y— любое, HO такое, что 

| у” - y|< 5, оказывается | Se", VO - F(X’, y’)| < 

ly-yol <8, yel[c,d], х=х”=х, где x— любое из [a,b] 

€ 

b-a 

([х”-х'|=0<5). Torna | f(x,y) — Л(х, о) < для любого 

x €[a,b], если ly-yol <8, y e[c,d]. Имеем 

b b b 

J f@xy) dx - J У(х,уо) dx = ДУ OY) - FO yo) Jax = 
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р b 

=> || f(x, y)de-] f(x,y) dx 
b 

= 
Ss | fey) — f (x,y)| dx < 52g =€, 

a 

Итак, любому =>0 отвечает 6>0, такое, что как только 

ly - y,| <5, y e[c,d], так сейчас же 
b b 

[ foxy) de-f flxyo) dx] < =. 

b b 
Последнее означает, что | f(x, yo) dx = lim [ fay) dx. ¢ 

a У>Уо a 

Совершенно аналогично доказывается утверждение: если 

f(x,y) Е С(Р) и если ху, — любое из [a,b], то 

d d d 
im J Sey) dy = Jim fy) dy = J Se.» dy, 
Хо < с Хо с 

$3. О непрерывности интеграла как функции параметра 

b 
Теорема. Пусть f(x,y) € C(P) и I(y)= [ fy) dx, y e[c,d]. 

Тогда /(y) =С(с,а]). 

№ Возьмем любое yo E[c,d] и закрепим. В $2 было доказано, 

b b 
что lim J fy) dx = | Ле уо) dx, то есть 

У>Уо a a 

lim (у) = (о). 
У>Уо 

Последнее же означает, что функция J(y) непрерывна в точке у. 

Так как Yo — любое из [c,d], то заключаем, что /(у)е С(с,а]). 4 

Замечание 1. Условие Г(х,у)е С(Р) является достаточным 

для непрерывности Г[(у) на [c,d], HO OHO не необходимо. 

11



Заменание 2. Совершенно аналогично доказывается теорема: 

Пусть f(x,y) еС(Р) и пусть Г(х) = ie y)dy, x e[a,b]. Torna 

I(x) eé С(а,5]). 

Следствие. Если f(x,y)eC(P), то — одновременно 

Ку) Е С(с,а]), T(x)e C([a,b]) и, следовательно, существуют од- 

новременно 

а dfb 

По = [[Jrenar|ay, 

b 

Года = i[ 7 ray de 
a 

db b(d 
i f(x,y) a ау, if f(x,y) “| Ах называются повторными 
с ave 

интегралами от функции f(x,y) в (Р ). 

§4. О дифференцировании по параметру 
под знаком интеграла 

Теорема. Пусть функция f(x,y) непрерывна в (Р) и имеет 

там непрерывную частную производную /,(х,У). Пусть 

b 
ГО = [ SOx, у) dx, y e[c,d]. Torna: 

1) функция Г(у) имеет в промежутке [c,d] производную J’(y) ; 

b b 7 b 

2) ГУ) = | fi, у) 4х, то есть [ ед] = | F(x, у) ах, 

y e[c,d]; | 

3) I’(y) Е C((c,d]). 
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» Возьмем любую точку у E[c,d] и закрепим. Дадим Yo 

приращение Ay — любое, но такое, что Ay+#0 и точка 

b b 

yy + Ay €[c,d]. Тогда I(yp) = | f(x yo) de, 109 + AY) = | Лбь + Ay) dex, 

Г(уо + Ay) - Tp) _ | Их, 0+ АУ) - FOV) ye (1) 
ду ду 

По теореме Лагранжа f(x, уу + Ду) — f(x, Yo) = Л,(х, Yo + OAy) Ду 
(0<6<1). Следовательно, 

_ b 
ти Ку) = J 1/6» + 64) de (2) 

b b 

Ms (2) 9 Se AE NO) _ АВ 

— fy(%, у Лах. По условию f,(x, у) е C(P) = f(x,y) равномерно 

непрерывнаяв (Р) и, следовательно, любому = > 0 отвечает 6 > 0, 

зависящее только от =, такое, что для любых двух точек (х’, у); 

(х”, у’) из (Р) ‚ для которых |x” — x] <8; |y’- y]<5, оказывается 

= 

b-a 

Ay — любое, но такое, что [Ay| <8 (= [04 <5); x’ =x" =x, где 

Gy) — Ле, у] < . Положим y’=yo; y”=yo + OAy, где 

x — любое из [а; 6]. Тогда |x’-x]=0 <8; |y’-y]=|eAy| <5 и, сле- 

= 

b-a 
довательно, | fy (x, Yo + в Ау) —- f, (x, У) < для любого хе [а; 6]. 

b b 

Поэтому ? Wot г. — 70) _ | ух, уда < Дух, о + AY) - 
а а 

& 
— fy(X, хх < (b—a) (b-a) =e, если [АУ <5. 
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b 
Аэто означает, что J’( yo) существует, причем I’(yo) = | F(X; Yo) ах. 

a 

Так как Yo — любое из [c,d], то заключаем, что /’(y) существует 

b 
для любого у из [c,d], причем Г’(у) = [F@y) dx, yeé[c,d]. У нас 

a 

_ b 
S(x,y) в С(Р), а I’(y) = | Л,(х,у) dx. А тогда по теореме о непре- 

рывности интеграла как функции параметра заключаем, что 

I'(y) е С(с, а]. 4 

$5. Об интегрировании по параметру под знаком интеграла 

Теорема. Пусть функция Г(х,у)еС(Р). Пусть (Гу) = 

b d bf{d 
= | f(x,y) dx, УЕ[с, 4]. Тогда J 70) dy лов т.е. 

а (5 b(d 

ПЕ ={[f rere] 

№» Докажем более общее равенство 

а\с 

| b(t 

[rere = Дубы для любого te[c,d]. (1) 

Займемся сначала левой частью равенства (1). Так как 

f(x,y) е С(Р) ‚то Г(У) С(с,4]) (см. теорему 83). Следовательно, 

{ 

[1 (у) dy — интеграл с переменным верхним пределом от непре- 

с 

рывной функции. А тогда по теореме Барроу 

[ Ку) “| 
1 

, 

b 

= КО = | Ло) 4х, teed). (2) 
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Займемся теперь правой частью равенства (1). Положим 

{ 

[ Fy) dy =Ф(х,). (3) 
с 

Здесь в интеграле слева х выступает в роли параметра. Ясно, что 

_ а<х<Ь, 

функция ф(х,Г) определена в прямоугольнике (P) = 

cst<d. 

Покажем, что (x,f) € C(P). Для этого выберем и закрепим 

любую точку (х,1) Е (Р). Затем возьмем Ах и Af — любые, HO 

такие, что точка (х+Ах,+АРЕ (Р). Будем иметь 

1+А1 1 

p(xtAx,t+At-o(x)= |У(х+Ах,у)ау- | f(x,y) dy = 

1+А1 

= ЛУх+Ах,у) - Л(х,у)]ау+ |Лх+Ах,у). = (4) 
с { 

Пусть р = (А x)? +(А1)?. Отметим, что (р > 0) <> (одновременно 

Ax,At— 0). Возьмем = > 0 —любое. В силу непрерывности функ- 

ции f(x,y) в (Р), f(x+Ax,y)— f(x, y)——>0 => взятому = > 0 

(A x70) 

отвечает 5 > 0 ‚такое, что [f(x +A x,y) - (|< ‚еслир<б. 

Тогда 

1 

Пс+ах, у) - f(x, y)]dy <= (-0е, 
С 

f 

если р<б. Последнее означает, что lim | [f(x + Ax, y) - 
р> 

C 

— f(x, y)|dy =0. Так как f(x,y) е С(Р),то f(x,y) — ограничен- 

ная в (Р), т.е. существует число М > 0, такое, что | F(x, У) <M 
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1+А1 

в (Р). А тогда J f(x+Ax,y)dy < М -|А1 > 
{ 

1+А1 

=> [FO +Ax,y)dy —, 0. Теперь из (4) следует 
1 ou (A t-0) 

Oo(x+Ax,t+At)-—o(x,t) > 0. 
р—>0 

Последнее означает, что функция ф(х, 6) непрерывна вточке (х,г). 

У нас точка (x,t) — любая из (Р). Поэтому Ф(х,1) е С(Р). Из (3) 
находим 

фи(х, г) = Х(х,!). (5) 

По условию, f(x,y) е С(Р) . Следовательно, ф/(х, f) е С(Р).Прини- 

мая во внимание (3), правую часть равенства (1) можно записать в виде 

b(t b 

Гера шк бела (6) 
а\с а 

В интеграле, стоящем в правой части (6), { выступает в роли 
параметра. Выше было показано, что функция ф(х,Г) непрерыв- 
нав (P) и имеет там непрерывную частную производную $,(х,/). 
Но тогда по теореме о дифференцировании по параметру под 

знаком интеграла 

b a) (5) b 
[возд = | 9. дах = | f(x,tdx, tele,d]. (7) 

Видим, что левая и правая части равенства (1) имеют в промежут- 
Ke [c,d] совпадающие производные (см. (2) и (7)). Следователь- 
но, они различаются в этом промежутке лишь на постоянную 
величину, т.е. для любого [Е [с, 4] 

(f(b bf t 

| | f@y) és dy = | ( [ ЛОУ) aya + const . (8) 
с \а are 

Положим в (8) f=c. Получим 0=0+const = const = 0. Значит, 

будем иметь вместо (8) для любого ¢ E[c,d] 

1 (6 bft 

| feos) ds} y= [лед (9) 
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Положив в (9) t=d, получим 

а(Ь Ь (а 

Гарун [лав (10) 
са 

а это и требовалось установить. «4 

$6. Случаи, когда и пределы интеграла зависят OT 
параметра 

Пусть функция f(x,y) определена в области (2), ограничен- 

ной линиями: Y=c, у=а (c<da), 

x=a(y), х=В0), me 0) и 47 ао 
B(y) — функции, непрерывные Ha 

промежутке [c,d] и такие, что (D) 

a(y) < В (у), yele,d]. и. - 
Пусть при каждом закрепленном „|. A 

By) : —> 

У из [c,d] существует | S(x,y) ах. Yo) Ро) 

ay) Puc. 7.3 
Ясно, что каждому значению У из 

[c,d] будет отвечать свое, вполне определенное значение этого 

В(у) 

интеграла. Следовательно, | У (x,y) dx представляет собой функ- 

(у) 

цию переменной (параметра) у, определенную в промежутке 

[c,d]. 

Станем обозначать 

B(y) 

Гу) = [f(x,y)dx, yele,d]. (1) 
a(y) 

Теорема (о непрерывности интеграла как функции параметра). 

B(y) 

Пусть функция f(x,y)eC(D) и пусть I(y)= | (ху), 
a(y) 

y €[c,d]. Тогда /(y) € С(с,4]). 

> Выберем и закрепим любое yo в [c,d]. 
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1. Пусть a(¥9) < В (%). 

a(Yo) + В Wo) 

2 

(Уд) -у <0, В()-Уу>0. Функции с (у)-у и B(y)-Y — He- 

прерывные на промежутке [c,d]. Следовательно, по теореме о 

. Ясно, что (у) <у<ВО0) => Положим у = 

стабильности знака существует 5, >0, такое, что как только 

ly у] < 61 и ув[с,а], так сейчас же а(у)-у<0, B(y)-y>0, 

т.е. (у) <у<В(у). | 

Возьмем у из промежутка [c,d] любое, но такое, чтобы было 

ly — Yo] < 51, и положим р = max{a(y),a(yo)}; 4 = пит {В (о), В(»)}. 
Ясно, что р<а. Имеем: 

B(yo) BO’ 

(yo) = ГУбьудак = [Убьу) de + f (x, Yo) 4х + Г у 
&(0) a( Yo) 

B(y) B(y) 

Гу) = J f(x,y) dx = | Foner | Ло, y)dx + J $y) de. 
a(y) a(y) 

В этих соотношениях из четырех подчеркнутых интегралов два 

обязательно равны нулю (так как обязательно: либо р=а(у), 

либо р=а(у), и либо а=В(), либо а =В(у)). 

Возьмем €>0 — любое, сколь угодно малое. Так как a(y) 

и B(y) непрерывны в точке уз, то взятому = > 0 отвечает 6. >0, 

такое, что как только ly — yo| < 8, и уЕ[с,4], так сейчас xe 

la(y) - (у) <=, [В()-В(%)| <=. Отметим, что если брать на 

промежутке [с,4] значения у, удовлетворяющие условию: 

|y — yo| < min{5,,5,}, то справедливы приведенные выше выраже- 

ния для [(yo) и ГС»). Для таких у будем иметь 

q 
Ку) - Ip) = J[79) — f (x, У) ]dx + 

B(y) B(yo) 

+ [fox, y) dx + J 10 y) dx - f f(x¥0) dx - ГЛ yo) ax. 
(у) (Ус) 
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Рассмотрим, например, J f(x, ус) dx. По условию 

_ a( Yo) _ 

I(x,y)eC(D) => f(x,y), ограниченная в (D), т.е. существует 

число М>0, такое, что |f(x,y)|< М всюду в (D). Так как 

y e[c,d] и у- yo < min{5,,5,}, то |p -— a(yo)| < =. Следовательно, 

р 

| ЛС, Ус) dx 

(0) 

<M-|p-alyo)|<M-e. 

Такая же оценка верна и для каждого из трех оставшихся 
подчеркнутых интегралов. Поэтому 

9 

|7) - 10%] < ПУ, У) - Л, +2М -. 
р 

Так как (D) — ограниченное замкнутое множество и 

S(x,y) е С(0), то f(x,y) равномерно непрерывная в (D). 

А тогда взятому =&>0 отвечает д; > 0, зависящее только OT €, 

такое, что для любых двух точек (х’, у’), (х”,у”) из (р), ДлЯ 

которых |x” — x] < 83, |у”- У] < 63, будет |/(х”, у”) - S(x,y) <=. 

Положим б = min{5,,5),53}, У’= у, у” = у, где ув[с,4] и удов- 

летворяет условию ly У] <6; х’=х”=х, где х— любое из 

[p,q]. Тогда |У(х,у)- f(x, У, <= для всех x е[р,4]. Следова- 

тельно, для у, удовлетворяющих условиям ly — У] <6 

q 
и ув[с,4а], будет: Пе, у) - Л(х, у dx < =-(а-Р), и потому 

Р 

[/(y) - (|< =(а-р+2М). 

У нас функции ay), В (у) еС(с,4]) = a(y) и B(y) — ограни- 

ченные в [c,d] = существует число K > 0 такое, что la(y)| < kK, 

|B (y)| < К для всех уе [c,d]. А тогда [4 — p| <|q] +|p| s 2K. Значит, 

[/(y) - (| < 2e-(K + M). (2) 

Отметим, что число 2¢-(K + М) сколь угодно мало вместе с =. 
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Так как для достижения неравенства (2) понадобилось лишь, 

чтобы было ly - yol < 5, y El[c,d], то заключаем, что функция 

Гу) непрерывна в точке yo. 

2. Пусть (Уз) = Bo). 
`В(уо) B(y) 

В этом случае I(yp) = | F(x, уо) dx = 0; /(y)= | f(xy) ах > 
a(yo) a(y) 

[Z(y)| < M -[B(y) -0G)]. (3) 

Имеем lim [B() -00))|=В 00) - a) =0. А тогда из (3) 
jim Гу) =0 [= /()]. Видим, что и в этом случае установлена 

непрерывность /[(y) в точке Yo. 

У нас Yo — любое из [c,d]. Следовательно, /(у) е С(с,а]). 4 

Теорема (о дифференцировании по параметру). Пусть функция 

f(x,y) непрерывна в (р) и имеет там непрерывную частную 

Пр элщную Лу(х,у). Пусть функции a(y), B(y) определены 

в промежутке [c,d] и имеют там производные a’(y), В’(у). Пусть 

B(y) 
Ку) = [ f@,y) dx, y €[c,d]. Тогда для любого ye[c,d] суше- 

(у) 

ствует /’(y), причем 

B(y) 
Гу) = J Лу(х,у) dx + (В), у) В’) - (о), у) (у). (4) 

a(y) 

» Выберем и закрепим любое yo е [с,4]. 

I. Пусть a(yo) < В (о). При доказательстве предыдущей теоре- 

мы было отмечено, что в этом случае существует окрестность: 

Us, (Yo) такая, что для любого ye Us, (yo) будет a(y)<y<B(y). 

Дадим yo приращение Ay — любое, HO такое, что Ay #0 

и Yo t Ay EUs (Yo). Будем иметь, следовательно, «(уу + AY) < 7 < 

<В(у% + Ay). Положим р = max{a(yo), о(уз + Ay)}; 4 = min{B (о), 
В (У + Ay)}. Могут реализоваться следующие случаи: 
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1) p=a(y%o), G=BOo); 

2) p=a(¥o), g=BU + Ay); 

3) p=alyo + Ay), а=В (о); 

4) p=a(yo t+ Ay), g=BO+ Ay). 

1. Рассмотрим случай, когда p=a(yo), а=В(). Имеем 

в этом случае 

B(yo) B(yo+4y) 

Ку) = J Л(х, уо) 4х, Ку + Ay) = [ F(x, уо + Ay) dx = 

a(yo) (Ус +4y) 

а(уо) B( yo) ВО’о+4у) 

= [f(x,y +ду + | Лау tAy)de+ |1 у + Ay) dx. 
(yo + Ay) (ус) В(уо) 

А тогда 

В(Уо) | 

Куо + AY) - Го) = [[S(%,¥0 + AY) - Л(х, уо) | dx + 
(Уз) 

B(yo+4y) a(yo+dy) 

+ [f(x yotdy)dx- | f(x,y + Ay) dx. 
B( yo) (Ус) 

Потеореме Лагранжа f(x, уу + Ду) — Л(х, Yo) = Л,(х, Yo + BAY) - Ay. По 

частному случаю теоремы о среднем для определенного интеграла 

В(Уо+Ау) 

J Се, уо + Ay) dx = Г(сь, Уз + AY) -[B Wn +4у)-В(%)], 
B(yo) 

где с! €[B(9),B (0 + Ay)] = с > BU), если Ay 30; 

a(yo+Ay) 

J F(x, уо + Ay) dx = f (cy, Yo + Ay) - [(у% + Ay) - a(¥o)], 
a(¥o) 

где Cc, Е [x(9), а(уо +Ay)] => c, > a(yo), если Ay — 0. Следова- 

тельно, 

Гуд + Ay) - Ку) _ 20%, y = | Sy (x,y + OAy) dx + 
(Ус) 
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+ lens 8y) BOA вр -ВОЮ _ 
a(Yo + Ay) — a(¥o) 

Ay | 

Переходя к пределу при Ду > 0, получаем 

8 (о) 

Г(Уо) = | fr, Yo) dx + f(B (v0), Yo) Во) — (о), Yo) - (о). (5) 
(Ус) 

— f (C2, У + Ay): 

2. Рассмотрим случай, когда p=Q(yo), g=BU + Ay). 

В этом случае 

В (Ус) B(yo+4y) B(yo) 

Куо) = [ F(x, yo) dx = [ f(x Yo) dx + Убе, 9) dx. 
a(yo) (Ус) B(yo+4y) 

B (yo +4y’) 

Ку +Ду)= |Л(х,У + Ay) dx = 
a( Yo +Ay) ‘ 

a( Yo) B(yo+4y) 

= [f(xyorAydx+ [f(x,y + Ay) dx; 
(yo +Ay) (Ус) 

B(yo+Ay) 

Го +Ау)- Ку) = I [Fx + AY) — F(X, 0) 4х + 
a( Yo) 

B(yo+Ay) A(jo+Ay) B(yo+Ay) 

+ [f(x y)de- J[flx,yotAy)de= | fi(x,¥9 + OAy)- Ay -dx+ 
В(Уо) (ус) а(уо) 

+ Л(с, Уо) - [В (vo + AY) -В U0) - Л(с›, Уо + ДУ) - [a9 + Ay) - (Уз) > 

Куо + Ау) - (о) _ PP? 
Лу(х, Yo + BAY) ах + 

ду oe у 

+ /(с,у)- Poot pkey ~ с, yp + Ay) 222 a = 20) | 

Переходя в этом соотношении к пределу при Ay -> 0, находим 
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B(yo) 

Г(уо) = | £7(%, Ус) dx + £(B о), Yo) -B’(0) — Л(©(о), Yo) (о). (5) 
a( yo) 

3. Рассмотрим случай, когда р = (уу +Ау), а=В(). 

В этом случае 

В(Уз) a(yo+Ay) B(yo) 

T(yo) = [f(x yo)dx= [f(x yo)dx+ | f(x,¥0) dx; 
(о) a(yo) a(yo+Ay) 

BQ +4y) 

Ку +Ау)= | f(%,yo+ Ay) dx= 
Q(yo+Ay) 

B( yo) B(yot+4y) 

= [f(x,yy+Ay)dx+ | f(x, yo +Ay) dx; 
a(yot+Ay) Во) 

В (у) 

Гуо + ду) - 100) = |[ЛОьуо + AY) - Л(х, Yo) 4х + 
a(yo+ Ay) 

B(yo+4y) a(Yo+Ay’) В(уо) 
+ [ F(x,¥9 + Ay) dx - [ Лох уо) dx = J FO, Yo + @Ау) - Ay - 4х + 

В(Ус) а (ус) a(yot+Ay) 

+ Л (сл, Уо + Ду). [В (9 + AY) — B (9) ]- F (C2, Уо) [alg + AY) - (9) ] > 

Гу + Ay) —T(yp) _ 709, 
Ay — | №, (к, Yo + Ay) dx + 

a(yot+Ay) 

+ F(c1,¥o + Ay): POF AY = PU) _ (cy, yy). ао +АУ AVY) 
Ay Ay 

Переходя здесь к пределу при Ay > 0, получим 

В(уо) 

Го) = | 1(х, Ус) dx + F(B (о), Yo) Во) — F(@(%0) Yo): с (о). (5) 
a(yy) 

4. Рассмотрим случай, когда р =a(yo+ Ay), а=В(+Ау). 
В этом случае 

B(yo) 

Го) = | f(x,¥0) dx = 
a(yo) 
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a(yo+Ay) В(’о+4у) 8 (0) 

= [ ЛО уо) dx + [ Усе, уо) ах + [Ло у) ах; 

(ус) a(yo+Ay) Bio +4y) 

B(yo+ Ay) 

Гу + Ay) = | f(x, У, + Ay) dx; 
a(yo+ Ay) 

B(yo+Ay) 

(ус + у) - 10%) =f [F(x Уо + AY) — Л(х, Yo) |x + 
a(yo +Ay) 

B(yo +4y) а(Уо+Ау) B(yo+4y) 

+ [f(xyo)de- [f(%yo)de= | S(x,y + OAy)- Ay det 
Во) a(yo) a(yo+Ay) 

+ Л (сл, Уо) - [В (Yo + AY) -В (0) |— F(C2,¥0) - [a0 + AY) - OY) ] => 

В(Уо+Ау) 
КУ + Ay) - L(y , 70 <. о — | №/(х, у, + @ду) dx + 

у a(yo+Ay) 

). В (Yo Fo ВО — (с, У): (о о , 

Переходя в этом соотношении к пределу при Ay > 0, находим 

+ Л (ср, Yo 

B(yo) 

Г(уо) = [ Ho@, Yo) dx + Л(В (о), Yo) B’(Y0) — Fo), Yo) (о). (5) 
a( Yo) 

IT. Пусть a(yo) = В (У). 

Вто) 

В этом случае I(yo) = | f(x, уо) dx =0 (как интеграл, у кото- 
(ус) 

рого совпадают нижний и верхний пределы интегрирования); 

B(yo+4y) 

Tyo +Ay)= [| f%,¥9 + Ay) dx. 
a(yo+Ay) 

A тогда 

Blyo+4y) 

Гу + ду) - 100) = | Л(х, у, + Ay) dx = 
(y+ Ay) 

= Л (с, у, + Ду) -[B (Yo + Ay) - Op + Ay)]. 
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Здесь a(yy + Ду) <cSBPOQ+AY) => с о (уу) [= В(%)]. Имеем 

Гуд + AY) — TY) _ 
Ay 

(B (Yo + AY) -В (%9)) — (a9 + AY) - (ус) 
ду 

= /(с,У + Ау). 

Переходя здесь к пределу при Ду > 0, находим 

(У) = Л (Во), Уо) [B’(v0) — a’(¥o)] =f ((¥); Yo) [B’(0) - a’(¥)] , 

ибо A(Y¥o) = В (Yo) . Последняя формула может быть записана также 

в виде 

Г(уо) = Л(В (о), Yo): В’(о) — Л(@& 07), У) - о (о). (6) 
Легко видеть, что формула (6) является частным случаем формулы 

(5) (она получается из (5), если положить в (5) В (09) = “()). 

Так как у нас уу — любое, принадлежащее [c,d], то прихо- 

дим к выводу, что J’(y) существует для любого ув[с,4] и что 

B(y) 

I’(y) = | f(xy) ax + ГВ (3), У) -В'(У) - F(a), у) - о (у). 4 
а (у) 

$7. Примеры 

Пример I. Дано: Г(у) = [yx + у? dx, Найти lim I(y). 
_| > 

Решение. Так как подынтегральная функция f(x,y) = \ x? +y? 

непрерывна на всей плоскости Oxy, то она непрерывна, в частно- 

-Il<x<l, 

CTH, в прямоугольнике (Р) = где а>0 — любое 
-а<у<а, 

конечное число. По теореме $2 заключаем, что допустим предель- 

ный переход по параметру под знаком интеграла, когда у-›0. 

Имеем 

25



a О с | lim J vx +y de = J tim ye +y de = ах 

0 | 210 2]! х х | 1 
= |-xdx+|xdx=-—| + =~+-=l. 

J J 2 1 2 0 2 2 

l+y 

‘Пример 2. Дано: I(y) = | - —.Найти lim Г(У). 
y 1+хо+у у>0 

Решение. Здесь подынтегральная функция f(x, у) = —>. 
l+x°+y 

Она непрерывна на всей плоскости Oxy. Функции a(y)=y, 

В (у) =1+у непрерывны для всех уЕ (-°°,+ сэ). Следовательно, 

_ у<х<|[+у, 

в частности, f(x,y) непрерывна в области (D) = 
-а<у<а, 

где 4 > 0 — любое конечное число, а функции a(y), В(у) непре- 

рывны на промежутке [-а,4]. Видим, что. выполнены условия 

теоремы о непрерывности интеграла как функции параметра 

(см. $6). По этой теореме /(у) е С(-4,4]), а значит, Г(у) непре- 

рывна в точке у =0. Следовательно, lim Ку) = Г(0) „т.е. 

=; z= arctgx|y=7- 4 
bres +y? 91+ 0 4 

Г 
Пример 3. Вычислить [- 

0 
интегрирование по параметру под знаком интеграла. 

Рещение. Отметим прежде всего, что данный интеграл — не- 
собственный, Подынтегральная функция имеет две особые точки. 

Это — точки x=0 их=1. Имеем: 

x? a -Xx 

I) lim = Inx 

— x? 

dx (а>0, b>0), применяя 

=0 = подынтегральная функция в правой 

полуокрестности точки x = 0 — ограниченная; 
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b a 5-1 а-1| хх он XD фа —", bay _ op 

2) fin, Inx im, Их их — ax") = ba — 
определенное число = подынтегральная функция в левой полу- 

окрестности точки х =1 — ограниченная. 
Положим 

rob a х’-х , 
_ ~Inx °? x €(0, 1); 

f(x)=5 0, x = 0; 

| b-a, х=1. 

Ясно, что f(x) € C((0, 1]) = fixe R((0, 1]), а значит, данный 

1 Vb a x? -x 
интеграл | dx сходится. 

5 Inx 
b 

Введем в рассмотрение интеграл /Г(х) = | х?4у (а>0, b>0), 
а 

ХЕ (0, 1]. Этот интеграл представляет собой функцию параметра 

x, определенную в промежутке [0, 1]. Здесь f(x,y) = x” определе- 

_ asy<b, 

на и непрерывна в прямоугольнике (Р) = А тогда по 
О<х $1. 

теореме об интегрировании по параметру под знаком интеграла 

(см. 85) имеем 

| l(b bf 
[ 1(x) dx = ее = Пан 
0 0\a a\0 

y=b b a x” x 
—— ‚ то предыдущее pa- 
Inx 

b 
Tak как I(x) = | x’dy = 

венство примет вид 

х=1 
1 Ub а b ytl b х’-х Ох _¢ dy _ у=ь _ b+l 
J a= || dy = Jo Ot Deg = М. 
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2 y 
Пример 4. Вычислить J’(y), если Г(у) = [е* ах. 

y 

Решение. Здесь f(x,y) = ene a(y)=y, В (у) = У2; а(у) < BY), 

если ye (-°°, OJU[I, +); a(y)2B(y), если у=[0,1]. Пусть 

d, > 0 — любое конечное число; 4 >1 — любое конечное число. 

Введем в рассмотрение области 

_  [-4, <у<0, _ f0sysl, _  [13у54ь, 
(D,) =: (2.)=‹ (D3) =< 

ysxsy?; У? <х<у; ysxsy’, 
В каждой из этих трех областей f(x, у) непрерывна и имеет непре- 

рывную /,(х,у) = -х2е-»". 

В каждом из промежутков [—d,, 0]; [0,1]; П, а4>] существуют 

a’(y), В’(у), причем a’(y) =1, В’(у) = 2у. По теореме о диффе- 

ренцировании по параметру (см. $86) заключаем, что для любого 
2 

У 2 

уе ([-4, 0] ЦП, 4›]) Гу) существует и I’(y) =-[ хе” 4+ 
у 

5 3 

+e” -2y-e” . 

Пусть теперь y— любое из промежутка [0,1]. Имеем 

_ _ y 
I(y) = —-I(y), rae Г(у) = [er ах. По теореме о дифференцирова- 

у? 

нии по параметру (см. 56) для любого у=[0,] 7 (у) существует 

_ y 
и I(y)= — [xe dx +e" -e"" .2у. Следовательно, для любо- 

у? 

го ye[0,1l] существует Г’(у), причем Гу) =-Г’(), т.е. 

о 5 3 
Гу) = [х eX dx+e% -2y-e% = 

2 
у 

2 
у 

> Гу) =-[xre dete” -2y-e, y €[0, |]. 
у 
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Глава 8 

ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

$1. Область и ее диаметр 

Предварительно напомним некоторые сведения, относящиеся 
к понятию кривой на плоскости. 

1. Если Ф(В и w(t) — две функции, определенные и непре- 

рывные на промежутке [a,b], то множество точек плоскости 

{(9 (1), y(t))} ‚ te[a,b], называется непрерывной кривой. 

2. Если Ф(а) =Ф(5) и \(а) = \(5), то непрерывная кривая 

называется замкнутой. 
3. Замкнутая кривая называется самонепересекающейся, если 

две точки кривой (~(u),y(u)) и (Ф(),у()) при и<у могут 
совпасть лишь тогда, когда u=a, v=b. 

4. Замкнутая самонепересекающаяся кривая (К) делит плос- 

кость на два связных множества (D) и (С). (Любые две точки 

каждого их этих множеств можно соединить непрерывной кри- 

вой, не пересекающей (К). Если же одна из этих точек принадле- 

жит (р), а другая — принадлежит (G), то всякая соединяющая 

их непрерывная кривая пересекает (K).) Точки, лежащие на (К), 

не входят ни в (D), ни в (С). Одно из множеств (р), (С) 

является ограниченным, а другое — нет. То из этих двух мно- 

жеств, которое является ограниченным, будем называть облас- 

тью, ограниченной контуром (К). (У нас на рис. 8.1 (р) — 

область, ограниченная контуром (K).) Если к точками области 

(2) присоединить точки контура (К), то полученное множество 

будем называть замкнутой областью, ограниченной контуром 
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(G) K) (К), и обозначать через (D). Отме- 
тим, что замкнутая область (D) есть 

ограниченное замкнутое множество. 
Определение. Пусть (D) — замк- 

нутая область, ограниченная конту- 
ром (К). Пусть Ми N— любые две 

— точки, лежащие на (К). Пусть 
Рис. 8.1. К определению р(М, №) — расстояние между точка- 

‘понятия области 

ми Ми М. Число а = sup {p(M,N)} 
Me(K) 

называется диаметром (р). Ne(K) 

Теорема. На контуре (К) существуют две точки My и №, 

такие, что р (Мо, №) =d. 

> Возьмем на контуре (К) точки Ми М. Пусть М = (ф(и),у(и)), 

М =(9(»), wv). Тогда p(M,N) = yo) - om) + [96 - yy. 

Видим, что р(М,№) есть функция аргументов и, у, определенная 

_ азиз, _ 
в квадрате (Р)= и, очевидно, непрерывная в (Р). 

asv<b, 

По второй теореме Вейерштрасса существует точка (Ug,Vo) € (P), 

в которой эта функция принимает свое наибольшее значение. 

Остается только положить Мо = (Ф(ио), у (ио)), № =(P(%), W(%))- 4 

В главе “Приложения определенного интеграла” было дано 

определение площади области (р) ‚ установлено необходимое и 

достаточное условие квадрируемости этой области. Там же введе- 
но понятие простой кривой и доказана теорема о простой кривой. 

Следствием этой теоремы явилось утверждение, что область (р), 

ограниченная простым контуром, квадрируема. Отметим здесь, 
что теорема о простой кривой допускает обобщение, а именно: 

Обобщенная теорема о простой кривой. Пусть (2) — простая 
кривая, расположенная в области (О), ограниченной простым 

контуром (К). 1 Разделим (D) произвольной сетью простых кри- 

вых на части (D,), А =1,2,..., п. Пусть О — сумма площадей тех 
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Рис. 8.2. К. обобщенной теореме 

о простой кривой 

частичных областей (D,) ‚ которые имеют с (L) хотя бы одну 
общую точку. Тогда, если 7 — наибольший из диаметров частич- 
ных областей (D,) , TO limQ =0. 

=> 

$2. Определение двойного интеграла 

Пусть функция f(x,y) задана в области (D), ограниченной 
простым контуром (XK). Проделаем следующие операции. 

1. Дробим (D) произвольной сетью простых кривых на и 

частичных областей (D,), (D2), ..., (D,). Пусть площади этих 

частичных областей есть соответственно А, Fy, ..., F,, а диа- 

метры — d,, d>,..., d,,. Положим A= max{d; } (Л, — ранг дробле- 

ния). | 

2. В каждой частичной области (D,) берем произвольную 

точку (x,,y¥,) и находим в ней значение функции J, т.е. находим 

F (XK ,Ук). 

3. Умножаем найденное значение функции Ha площадь COOT- 

ветствующей частичной области /(х,, у’): Р, К =1,2,..., п. 

4. Складываем все такие произведения. Получаем сумму 

© = Лю - В. 

Сумму с будем называть интегральной суммой Римана. Отметим, 

что с зависит, вообще говоря, как от способа разбиения (D) на 

части (D,), так и от выбора точек (x,,y,) в (D,). 
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5. Измельчаем дробление так, чтобы А, > 0, и ищем lim с. 

Если существует конечный предел [= lim с и этот предел не 

зависит ни от способа дробления (D) на части (D,) ,k= 1, п, ни 

от выбора точек (x;,,y,) в (D,) ‚ то его называют двойным интег- 

ралом от функции f(x,y) по области (D) и обозначают симво- 

лом ло, у) dF ИЛИ [[лое,у) dxdy 
(2) (D) 

Таким образом, 

[[ Уоъу)аЕ = limo [i sya = lim YS) В . (1) 
(р) (р) k=] 

Замечание. Соотношение | = lim с означает: любому числу 
=> 

5 > 0 отвечает число 6> 0, такое, что для любого способа дроб- 

ления (D) на части (D,) ‚ у которого ранг дробления A < 6, будет 

с - Г <=, как бы ни были при этом выбраны точки (xX,,y,) в 

(,). 
Если у функции f(x,y), определенной в (О), существует 

у (х,у)аЁ, то будем говорить, что f(x,y) интегрируема в (D), 
(0) _ 
и писать f(x,y) e R(D) (f(x,y) принадлежит классу К в области 

(D)). 
Установим теперь необходимое условие интегрируемости фун- 

кции f(x,y) в области (р). 

Теорема (00 ограниченности функции f(x,y), интегрируемой 

в (2). Если функция f(x,y) е R(D), To f(x,y) — ограниченная в 

области (р). 

> По условию f(x,y) е R(D). Пусть J = [ое у) dxdy . Но 
(0) 

тогда любому : > 0 отвечает 6 > 0, такое, что для любого способа 

дробления (р) на части (D,) ‚ У которого A <6, независимо OT 
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способа выбора точек (x,,y,) в (D,) , будет [6 -П<:. В частно- 

сти, числу = =1 (> 0) будет отвечать 5>0 ‚ такое, что для любого 

способа разбиения (D) на части (D,) ‚ у которого A< 5 , незави- 

симо OT способа выбора точек (X;,,y;,) в (D,) ‚ будет jo - 1 <|. 

Возьмем любой способ разбиения (D) на части (D,), 

у которого A<6, и закрепим его. (Тогда fk, К=Ьп, будут 

определенными числами.) Для такого способа разбиения (D) на 

части (D,) , независимо от способа выбора точек (x,,y,) в (D,), 

п 

будем иметь | У, Л(хь,Ух)- Fy - 11 
k=l 

Теперь выберем и закрепим точки (X2, Vo), (хз,Уз), , (Xan) 

соответственно в областях (D,), (D3), ..., (D,) (тогда f(x2,y2), 
S(X3,¥3), ‚ Л(х,,У,) будут определенными числами). Точку 

(х!,У:) оставим свободной в (D,) (Т.е. точка (х,У;) может 

занимать любое положение в области (D,)). Будем иметь при 

любом положении точки (х1, у!) в (2): 

I(x.) °F + DSO) Fi —[ <1, 

п 

Положим I - > Л(хь, ук) - Е =С (C— определенное число, не 
k=2 

зависящее от выбора точки (x,,y,)). Предыдущее неравенство 

запишется теперь так: _ 

Се, У) . Е -C| <1 ‚о точка (х,У) Е (D,) . 

Имеем 

Лоу): В = (Л(х,, 7). Е -C)+C = 

=> fin): Alsi): - + = 
1+[С] 

Е 
=> [f(x.4)-Al<1+|C] => |Уб,у)< 

Так как последнее неравенство верно для любого положения точки 
(x,,¥,) в (D,), то заключаем, что функция f(x,y) — ограничен- 
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ная в (D,). Совершенно аналогично устанавливается ограничен- 

ность функции f(x,y) в областях (D>), (D3), ..., (D,). 
Положим 

М = sup f(x) M, = sup fey ‚ M, =. 

Пусть М = max{M,,M),...,M,}. Тогда |/(х,у)|< М для лю- 

бой точки (x,y) из (О). А это и означает, что f(x,y) — ограни- 
ченная в (2). 4 

Замечание. Доказанная теорема необратима, т.е. не всякая 

функция f(x,y), заданная в (D) и ограниченная там, оказывает- 

ся интегрируемой в (2). Следовательно, ограниченность функ- 

ции f(x,y) в области (р) является лишь необходимым условием 

интегрируемости этой функции в (р). 

$3. Признаки интегрируемости функций 

Пусть ограниченная функция f(x,y) задана в области (р), 
ограниченной простым контуром. 

На вопрос, существует или не существует Л У (x,y) ахау, отве- 

(0) 

тить, пользуясь непосредственным определением двойного ин- 
теграла, удается сравнительно легко лишь в отдельных частных 
случаях. В связи с этим оказывается важным установление при- 

знаков интегрируемости функции f(x,y) в области (0). Ho 

признаки интегрируемости f(x,y) в (р) содержат понятия верх- 

ней и нижней сумм Дарбу. Поэтому необходимо ввести эти 
понятия. 

Итак, пусть f(x,y) — ограниченная функция, определенная 

в области (2). Разложим (D) произвольной сетью простых кри- 

вых на части (D,), k=I,n, и положим M, =sup{f(x,y)}; 
Dy) 

ту = inf {f(x,y)}. Отметим, что числа т; и M,, k =1,n, суще- 
( k — 

ствуют, ибо множество {f(x,y)}, (x,y) е (),) — ограниченное 
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п п 

и сверху, и снизу. Составим суммы 5 = Ут, № и S= УМ, №. 
k= k=l 

Эти суммы называют соответственно нижней и верхней суммами 

Дарбу, отвечающими данному способу разбиения области (р) на 

части (D,). 

Отметим, что для закрепленного способа разбиения (D) на 

части (D,) суммы 5и S— определенные числа. Если же способ 

разбиения изменить, то изменятся, вообще говоря, и числа su 5. 
Отметим далее, что интегральные суммы Римана с даже для 

закрепленного способа дробления (2) на части (D,) принима- 

ют, вообще говоря, бесконечное множество значений (за счет 

различного выбора точек (х,,ух) в (D,) ). 

Суммы Дарбу обладают следующими свойствами. 

1. Пусть s и 5 — нижняя и верхняя суммы Дарбу, отвечающие 

закрепленному способу дробления области (2). Пусть 10} — 
множество интегральных сумм Римана, отвечающих этому же 

способу дробления области (р). Тогда для любой интегральной 

суммы Римана с из {с} будет: sSo<SS. 
2. Пусть su 5 — нижняя и верхняя суммы Дарбу, отвечающие 

закрепленному способу дробления области (0). Пусть {с} — 

множество интегральных сумм Римана, отвечающих этому же 

способу дробления области (2). Тогда s = inf{o}, S = зир{б}. 
3. Пусть s и 5 — нижняя и верхняя суммы Дарбу, отвечающие 

какому-нибудь способу дробления области (р). Добавим теперь 

еще одну простую кривую дробления (все прежние кривые дроб- 
ления сохраняются). В результате у нас получится некоторый 

новый способ дробления области (2). Пусть $ и 5 — нижняя и 
верхняя суммы Дарбу, отвечающие этому новому способу дробле- 

ния области (2). Справедливо утверждение, что $55, $>5, 

т.е. что от добавления новых кривых дробления верхняя сумма 

Дарбу не увеличивается, а нижняя сумма Дарбу не уменьшается. 
4. Выше было отмечено, что для закрепленного способа дроб- 

ления области (р) нижняя и верхняя суммы Дарбу su 5 суть 

определенные числа. Если же способ дробления области (р) 

изменить, то изменятся, вообще говоря, и числа 5 и 5. Следова- 
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тельно, как 5, так и 5 принимают, вообще говоря, бесконечное 

множество значений. 

Пусть {5} — множество значений, принимаемых нижней сум- 

мой Дарбу, {s} — множество значений, принимаемых верхней 

суммой Дарбу. Справедливо утверждение. 
Всякая нижняя сумма Дарбу не больше любой верхней суммы 

Дарбу, т. е. для всякой 5 из {5} и для любой $5 из {5} оказывается 

ss. 

Видим, что перечисленные здесь свойства сумм Дарбу явля- 
ются дословным повторением аналогичных свойств сумм Дарбу, 

установленных для функций f(x) , заданных на промежутке [a, b]. 
Следует отметить, что и доказательства этих свойств совершенно 
аналогичны прежним. 

Приступим теперь к установлению признаков интегрируемости. 
Теорема 1 (основной признак интегрируемости). Пусть функция 

f(x,y) — ограниченная, заданная в области (2). Для того чтобы 

f(x,y) е R(D), необходимо и достаточно, чтобы было 
lim (5-5) =0 (разности S — 5 составляются каждый раз из чисел 5 
> 

и 5, отвечающих одному и тому же способу дробления области (D)). 

» Необходимость. Дано: f(x,y) е R(D), [= {J S(x,y) dF . До- 
(D) 

Ka3aTb, что lim(S - 5) =0. 
А>0 _ 

Возьмем = > 0 — любое. По условию f(x,y) e R(D) = взято- 

му = > 0 отвечает 5 > 0, такое, что для любого разбиения (D) на 

части (D,), у которого А, < $, для каждой с из множества {с}, 

отвечающих этому способу разбиения, будет [с — J| < =. Выберем 

и закрепим какой-нибудь способ разбиения (D) на части (D,) , 

€ 
у которого А < 5. Будем иметь [6- <3, для любой с из {с} 

(здесь {с} — множество интегральных сумм Римана, отвечающих 

нашему закрепленному способу разбиения (D)), или, что TO же 

самое, 
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= = 
Г-3<6<1+3, сЕ{с}. (1) 

€ 
1) Из соотношения (1) имеем, в частности, с<1+3, 

сЕ{6} = => / +5 — верхняя граница {с}. Мы знаем, что 

$ = sup{o}. Поэтому 

551+5 (2) 

(5 — верхняя сумма Дарбу, отвечающая нашему закрепленному 

способу разбиения (D)). 

2) Из соотношения (1) имеем также o> I-5, cef{o} = 

Е 
Г-5; — нижняя граница {o}. Мы знаем, что 5 = inf{o}. Поэтому 

= 
> ][-- 3 5> 1 3 (3) 

(s— нижняя сумма Дарбу, отвечающая нашему закрепленному 

способу разбиения (D)). 
Из соотношений (2) и (3) следует, что 

2 
O<S-ss—e, SSE 

Тогда OS S—s<e = |5-$<:. Последнее неравенство получено 

нами лишь в предположении, что А, < 6. Следовательно, 

lim(S — 5) =0. 
1-0 

Достаточность. Дано: lim(S —s)=0. Доказать, что f(x,y) е R(D). 
> 

По условию, lim(S — 5) =0. Это означает, что любому e > 0 
. > — 

отвечает 6>0 такое, что для любого разбиения (D) на части 

(D,), у которого 4 < 5, оказывается |5 -$ <=, или S—s<e (так 

как S—s20). Рассмотрим множества {5} и {5}. Выберем 

и закрепим любую 5 из {5}. Обозначим ее через Sy. По свой- 
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ству 4) сумм Дарбу, имеем s< Sy, se {5}. Это означает, что {5} 

ограничено сверху. Но тогда, как мы знаем, существует sup{s}. 

Пусть A = sup{s} (A — определенное число). Ясно, что ssA, 

SE {5}. Ясно далее, что AS So (так как А— точная верхняя 

граница {5}, а Sy — просто верхняя граница этого множества). 

Унас Sy — любая из {5}. Следовательно, А <5, 5 е{5}. Таким 
образом, получили 

55455. (4) 
Отметим, что в соотношении (4) 5 и 5 могут отвечать как различ- 

ным, так и одному и тому же способу разбиения (2) начасти (2, ). 

Возьмем любой способ разбиения (D) начасти (D,). Пусть {o} — 

множество интегральных сумм Римана, отвечающих этому способу 

разбиения (р) аби $ — нижняя и верхняя суммы Дарбу. Одновре- 

менно будут иметь место соотношения 

sso<sS, oef{o} s<A<S. 

Тогда —(5 —s) $<o-As(S-s), бе {св} или |o- 14| < (5-5), o € {o}. 

Если брать любой способ разбиения (р ) на части, у которого 

^ <6, то будет S—S<E, а значит, 

lo-Al<e, oe {o}. 

Последнее означает, что A = lim o => f(x,y) е R(D). 4 

Замечание. Имеем 

п п п п 

5-5= УМ, В - ть РЁ, = У, (Му - im), = DOF. 
k=l k=l k=l k=l 

Здесь w, = М, —m, — колебание функции f(x,y) в (D,). Теперь 
основной признак интегрируемости может быть сформулирован так. 

Пусть функция f(x,y) — ограниченная, заданная в области 

(2). Для того чтобы Г(х,у)е R(D), необходимо и достаточно, 
чтобы любому = > 0 отвечало 6 > 0, такое, что для любого спосо- 

ба разбиения (D) на части (D,) ‚ У которого A <5, было бы 
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п 

У Fy < &. 

k=1 

Теорема 2. Если f(x,y) е С(Р), To f(x,y) е R(D) (т.е. если 

функция f(x,y) определена и непрерывна в (р), то 

{J I (x,y) dxdy существует). 

(D) — 
>» Возьмем = > 0 — любое. По условию f(x,y) е C(D) . Tak как 

(р) — ограниченное замкнутое множество, то по теореме Канто- 

pa f(x,y) равномерно непрерывна в (р ). Следовательно, взятому 

=> 0 отвечает 6>0, такое, что для любого разбиения (р) на 

— € 
части (D,), у которого А <5, будет в, < F одновременно для 

всех К =|,п (см. следствие из теоремы Кантора; здесь Р— пло- 

щадь области (D)). Возьмем любой способ разбиения (D) на 

части (D,) (k= 1, п), у которого А, < 5. Будем иметь для такого 

способа разбиения (D) 

п 

Неравенство >, F, < = получено нами лишь в предположении, 
k=l 

что A< 6. Последнее означает, что f(x,y) е R(D). | 

Теорема 3. Пусть ограниченная функция f(x,y) задана в 

области (D) и непрерывна там всюду, за исключением множества 

точек, лежащих на конечном числе простых кривых. Тогда 

f(x,y) е R(D). 
> Пусть для определенности у функции f(x,y) в (р) имеется 

лишь одна линия разрыва ([). Возьмем = > 0 — любое. По теореме 

о простой кривой линию ([) можно заключить внутрь много- 

угольной области (D,), площадь которой меньше €. 

Контур (K,) области (D,) есть замкнутая ломаная, звенья 
которой параллельны координатным осям. (L) и (K,) не пересе- 
каются. 
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ЛУ (К) 

X 
> 

Puc. 8.3. К. доказательству теоремы 3 

Пусть (р) \ (D,) — область, остающаяся после удаления (D,) 

из (2). (Контур (К.) причисляем к области (D)\ (D,)). Ясно, 

что f(x,y) — непрерывна в (р) \ (D,). 

Так как (D)\(D,) — ограниченное замкнутое множество, 

то f(x,y) равномерно непрерывна в (2) \(D,). Следовательно, 

взятому &>0 отвечает число 9, >0 такое, что для любых 

двух точек (х’,у’”); (х”у” из (Р)\(0.), для которых 

р((х’,у'); (х”,у")) < 5 будет [f(x”, 9”) = (и, < =. 
Контур (А.) есть простая кривая. По обобщенной теореме о 

простой кривой, взятому => 0 отвечает 6, >0, такое, что для 

любого способа дробления, у которого ^<6., сумма площадей 

тех частичных областей, которые задевают (K,), будет меньше $. 

Положим 6 = тт{61,5>}. Разобьем область (D) произвольной 

сетью простых кривых на части (D,), К=|, п, так, чтобы оказа- 

п 

лось 4 <б, и составим разность сумм Дарбу 5 -5 = > w, - Fy. 
__ _ _ k=l 

Из областей (D,), (D2), , (D,) образуем три группы. 

В группу I отнесем те из (D,), К=|п, которые лежат 

В (D)\(D.) и не задевают контура (K,). 

В группу II отнесем те из (D,), k =1, п, которые лежат в (D,) 

и не задевают контура (K,). 

В группу Ш отнесем те (Бу) ‚ которые задевают контур (K,). 

40
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Тогда и сумма >), А разобьется натри суммы yy Ул» Ули. 
k=l 

В сумме >), будет o, <=, и поэтому У, „Ри <=-Р. В суммах 

Уи и Ули будет wo, SQ, где © — колебание функции f(x,y) 

в (D) (число © существует, ибо f(x,y) — ограниченная в (D)). 

Так как суммы площадей областей (D,) ‚ попавших в группу П 

и в группу Ш, меньше € , то будем иметь: 

yi On Fe 50.» F, <Q-€, 

ea < Уи А <Q-e. 

А тогда 

S-s= > 0, F; < e(F +20) (5) 

k=1 

(число e€(F +20) сколь угодно мало вместе с =). 
Так как для достижения неравенства (5) нам потребовалось 

лишь чтобы было А < 6, то заключаем, что lim(S —5) =0, аэто 
_ > 

означает, что f(x,y) € R(D). 

$4 Свойства двойных интегралов 

1°. Е = Е (Е— площадь области (D)). 
(0) 

} В самом деле, здесь f(x,y) =1 всюду в (2). Поэтому, взяв 

любое разбиение области (D) на части (D,), К=Ьл, и выбрав 

произвольно точки (x,,¥,) в (D,), будем иметь f(x),y;) =1; 

Л(х2,у2) =1, Л(ху, Уз) =Т, , F(X, Yn) = 1. Следовательно, 

о = YS (xg Ук): Fy = 21 Fi = 
k=l k= 

ae =F => limo = Р. 4 

2°. Если f(x,y)e R(D) и а — произвольное число, то 

аГ(х, у) е R(D), причем [of (x,y) dF =Q: [[ SG») aF. 
(D) (D) 
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}» Возьмем произвольное разбиение сетью простых кривых 

области (D) на части (D,) и составим интегральную сумму 

Римана для функции Of (x,y). Будем иметь 

o(af) = Хару = «> SIF = a-o(f). 

По условию, f(x,y)e R(D) => lim o(f) существует, конечный и 
> 

равный | f(x,y) dF. Нотогда lim o(af) = alimo(/) = а [| f(x,y) dF , 
iB) 10 10 $) 

т.е. lim o(af) существует, конечный => Л af (x,y)dF существует, 
> 

(0) 
причем 

Галь dF = а || ЛУ) аЕ. 4 
(2) (2) 

3°. Если f(x,y) € R(D) и g(x,y) € R(D), TO 

(f(x,y) + &(х,у)) в в R(D), причем 

[Fey = &(%у))аЕ = || Л(х,у)аЕ |] 8(х,у)аЕ. 
(5) (5) (0) 

» Берем произвольное разбиение сетью простых кривых обла- 

сти (О) на части (D,) и составляем интегральную сумму Римана 

для функции f(x,y) + g(x,y). Будем иметь 
п 

o(f t g)= LSC Ve) + B(x YF = 

- р УЕ, + Хаби, = o( f) + (8). 

По условию /(х,у)е R(D) и в(х,у)е R(D) = существуют 

конечные limo) и lim o(g). Но тогда существует конеч- 
> > 

«А li + . — . + . 

ный lim off g), причем lim o(f + 5) lim off) lim o(g) > 

= |[(/(х,у) + a(%y))dF существует, причем [[(S@.y) + a(x y)) dF = 
(D) (D) 

= |] f(x,y) dF + [| g(x,y) dF. 4 
(D) (D) 
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4°. Пусть f(x,y) e R(D). Если изменить значения функции 

S(x,y) вдоль какой-нибудь простой кривой (Г) (с тем лишь 

условием, чтобы и измененная функция оставалась ограничен- 

ной), то вновь полученная функция также интегрируема в (2) и 

ее двойной интеграл по области (2) равен у (x,y) dF, 
(D) 

}> Если составить интегральные суммы Римана для изменен- 
ной и исходной функций, то они могут разниться лишь теми 
слагаемыми, которые относятся к областям (D,), задевающим 

кривую (Г). Но, по обобщенной теореме о простой кривой, 

общая площадь этих областей стремится к нулю при ^-0, 
откуда уже легко заключить, что обе интегральные суммы стре- 

мятся к общему пределу, т.е. к J = fl S(x,y)dF. 

(D) 

Таким образом, существование и величина двойного интегра- 
ла не зависят от значений, принимаемых подынтегральной функ- 
цией вдоль конечного числа простых кривых. q 

5°. Если область (D), в которой задана функция f(x,y), 

разложена простой кривой (Г) на две области (D,) и (D>) , TO из 

интегрируемости функции f(x,y) во всей области (D) следует ее 

интегрируемость в областях (D,) И (D>) ‚ и обратно — из интег- 

рируемости функции f(x,y) в обеих областях (D,) И (D3) 

вытекает ее интегрируемость в области (D). При этом 

ПусьуаР = [[ fy) dF + || fy) dF. (1) 
(D) (D,) (D2) 

№» Разложим области (D,) и (D>) произвольными сетями 

простых кривых на части; тем самым и (D) разложится на части 

(D,), (D2), ..., (D,). Если значком К’ отметить частичные об- 

ласти, содержащиеся в (2) ‚ а значком К” — частичные облас- 

ти, содержащиеся в (2.), то 

Фок = YO Fy + У Wo Frye . 
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n 

1) Пусть функция f(x,y) e R(D). Ho тогда lim Ув, Е =0, 
oN kel 

а следовательно, и подавно lim УР =0 n lim Og Fy =0. 

Последнее означает, что f(x,y) € R(D,) и f(x,y)eE R(D>). 

2) Пусть теперь дано, что функция f(x,y) R(D,) 

и f(x,y) е R(D,). Но тогда lim Dog Fe =Oun lim Хок" Fy =0, 

а следовательно, и lim >. Е =0 = f(x y)e R(D). 
> 

Ш 

Однако нужно помнить, что У ®,Ё, построена не для произ- 
k=l 

вольного разбиения области (D) на части: ведь мы исходим из 

разложения порознь областей (D;) и (D,). Чтобы or произволь- 

ного разложения области (р) перейти к разложению рассмотрен- 

ного частного вида, нужно присоединить к линиям деления 

кривую (Г). Тогда соответствующие суммы будут разниться лишь 

слагаемыми, отвечающими тем частичным областям, которые 

задевают кривую (ZL). Но по обобщенной теореме о простой 
кривой общая площадь этих областей стремится к нулю при 

А, > 0 и, следовательно, соответствующие суммы будут разниться 

на бесконечно малую величину. Значит, условие интегрируемос- 

ти функции f(x,y) в (D) будет выполнено. 
Доказываемая формула (1) получается из равенства 

Sf (x, Ve) Ех = YS (xR Vee) Fy: + YS (Xp Ver) Pye 

k=l 

переходом в нем к пределу при A> 0. 

6°. Пусть f(x,y)e R(D) и &(х,у)е R(D) и пусть всюду 
в (2) выполняется неравенство f(x,y) < g(x,y). Тогда 

[[лоьууаЕ s [[ во у)аР. 
(6) (D) 

» Произвольной сетью простых кривых разобьем (р) Ha час- 

ти (D,). В каждой частичной области (D,) берем произвольную 
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точку (X,,y,).ACHO, что f(X,,¥,) S BCX, 5Y,), К = 1,n. Умножим 

обе части этого неравенства на № (Ff, >0). Получим 

Ло, Ук) Е < BX, 5Y,),. Просуммируем полученные неравен- 
п 

ства по значку К от | до м. Будем иметь У f(x,y) < 
k=l 

n 

< >) 2(х, ,ук)Рь. Переходя здесь к пределу при А. -› 0, получим 
k=l 

[[s@ dF < [[ в(.У)аР. 4 
(0) (0) 

7°. Пусть f(x,y) е R(D) и пусть всюдув (р): т < f(x,y) < М. 

Тогда m-F < [лоу dF < М.Р. 

(0) 

} Это следует из свойств 6°, 2°, 1°. 4 

8°. Теорема о среднем значении. Пусть f(x,y) е R(D) и пусть 
всюду в (р): ms f(x,y) < М. Тогда существует число ц, удов- 

летворяющее условию т<и<М, такое, что будет 

[J f@y)dF =p-F. 
(D) 

» Выше (cM. 7°) установлено, что в этом случае выполняется 

неравенство mF < Л f(x,y)dF < МЕ. Разделим все части этого 
(0) 

неравенства на Р (F>0): ms = [J fy) dF < М. Обозначим 

(0) 

1 F [| fy) dF = (ясно, что mS pS М). Тогда [[ SG») dF =u-F, 

(D) (D) 

а это и требовалось установить. +4 
9°. Частный случай теоремы о среднем значении. Если функ- 

ция f(x,y) е С(Р) ‚ тов (D) обязательно найдется хотя бы одна 

точка (5,1), такая, что будет 

[[ Лоьу)аЕ = Лт). F. 
(р) 
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» По условию f(x,y) e€ C(D) = по теореме Вейерштрасса 

f(x,y) достигает в (D) своего наименьшего т и наибольшего М 

значений. Так как Г(х,у) е С(Р), то f(x,y) е R(D). Тогда по 

теореме о среднем значении Л Ао, У) аЕ =в-Р, где т<и<М. 

(0) 

Значения ти М функция f(x,y) принимает в (О). Если же 
т < и < М, то по теореме о промежуточном значении для функ- 

ции f(x,y) е С(Р) заключаем: в области (D) обязательно най- 

дется хотя бы одна точка (5), такая, что будет f(E,N) =H, 

а значит, и в этом случае 

лоу аЕ = ЛЕ). F. 4 
(р) 

10°. Ели функция Г(х,у)е R(D), то и Функция 

[J fy) a $ ||| УДАР. 
(р) (2) 

» По условию f(x,y) € R(D) = S(x,y) — ограниченная в 

[f(x,y)| е RID), причем 

(D), т.е. существует число Ё > 0, такое, что |f(x,y)| < Ё в (D). 

Последнее означает, что функция | F(x, y)| — ограниченная в (D). 

Следовательно, существуют т = inf{f(x,y)}, М =sup{ f(x,y}, 
(2) (0) 

= inf {f(x,y}, М =sup{[f(x,y)|}, а значит, существуют 
(0) (2) 

о=М-тиб=М-й (© — колебание функции f(x,y) в (О), 

а С — колебание |f(x,y)| в (D)). Легко понять, что ASQ. 

Возьмем произвольное разбиение области (D) сетью простых 

кривых на части (D,) ; k =1, п. Пусть W, — колебание f(x,y) в 

(D,), а &, — колебание |f(x,y)| в (D,). Имеем 05, зв, 

k=in => 0<6,F, $o,F,, k=1,n. Следовательно, 

0< Уд,д < 

т
ы
 

(2) 
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Tak как f(x,y) е R(D), то lim У ®, А = 0. Torna из (2) заклю- 
о k=l 

п — 

чаем, что lim > 6, F, = 0. Последнее означает, что | f(x, y)| е R(D). 
7 k=l 

Имеем, далее, 

Хо Ve ty < Pace Ye Fr, 

т.е. |o(S)| < o(| f]). Переходя в последнем неравенстве к пределу при 
А, > 0, получим 

[[ So. dF 
(D) 

< [i/o naF. 4 
(D) 

$5. Вычисление двойного интеграла 
в случае прямоугольной области 

Пусть ограниченная функция f(x,y) задана в прямоугольни- 

_ asx<b, 
ке (P)= 

с<у<а. 

1) Пусть при каждом закрепленном уиз [c,d] функция f(x, y) 

интегрируема на [a,b], т.е. при каждом закрепленном у из [c,d] 

b b 
существует | S(x,y) dx. Следовательно, | f(x,y) dx представляет 

собой функцию аргумента у, заданную на промежутке [с,4]. 

b 
Станем обозначать |/(х,у) 4х =Ф(у), ув[с,4]. Допустим те- 

а 4 
перь, что эта функция (y)e А(с,4]). Тогда |Ф(у)ау= 

с 

d(b db 
=. | [ i (x,y) ts dy = fay] J (x,y) dx называется повторным интег- 

с а c a 

ралом OT функции f(x,y) в (Р). 
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2) Допустим еще, что при каждом закрепленном x из [a,b] 

d 
существует | J (x,y) dy. Ясно, что каждому x из [a,b] будет отве- 

Cc 

d 
чать свое, вполне определенное значение интеграла | У(х, у) ау. 

Cc 

d 
Следовательно, | Г(х,У)Ау представляет собой функцию аргу- 

с 

мента xX, определенную на промежутке [a,b]. Станем обозначать 

d 
[ fy) dy = w(x), xe[a,b]. Допустим, что эта функция 

arte a c 

называется еще одним повторным интегралом от функции f(x, у) 

в (Р). 

Теорема 1. Если у ограниченной функции f(x,y), заданной в 

b bf{d b а 

у (x) в R({a,]). Тогда f(x) dx = ii f(xy) aya = [4х | f(x,y) dy 

прямоугольнике (Р) ‚ существуют одновременно / цв. = | I(x, у) dxdy 

(P) а ь 
И Гловт. = 14| f (x, у) ах, то они равны, т.е. J, = ner. - 

Cc a 

hy (Вь) 
de-- / 

/ 
/ 

Yk+it 
У 

СФ 

a , . Хх 

а Xi Xj4] р =. 

Рис. 8.4. К вычислению двойного интеграла 
в случае прямоугольной области 
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> Разобьем (Р) отрезками прямых х=х, (i=0,1,2,...,2, 

х =a, x, =b), у=у, (К =0,1,2,....т, Yo =C, Y,, =), на час- 

Xj xs Х;+1› 

тичные прямоугольники ‚ где Пусть Pix Py 

ny = = inf SOs yk, Mu = sup f(y}. Значит, если точка 
ik 

(x, ye Py), TO 

Ти < Л(х, у) < Ми. (1) 

Возьмем любое у из [ух , Ук +1| и закрепим его. Сделав это, проин- 

тегрируем неравенство (1) по хот x; до X;,,. Получим 

Xjal 

min (хи -х,) < | S(x,y) de < My (Xj41 - 4). (2) 
xj 

Xjel 

Интеграл | I (x, у) dx существует, так как существует по условию 

x) 

Гловт.› а это значит, что при любом закрепленном у из [c,d] 

f(x,y) € R({a, b]); тем более f(x,y) е А(х,, хи). Просуммируем 

неравенства (2) по значку гот 0 до п -—1 (во всех этих неравенствах 

считаем у одним и тем же, взятым из [y,,)z4,]). Будем иметь 

Sm ik (Хы — +) = Fo. ум +1 — %;). (3) 

Проинтегрируем неравенство (3) поуот у, до y,4,. Получим 

Vkal 

Sm mix (Xis1 = Xi) Ver =) $ | af Fe, y)dxs 
Vk a 

п-1 

< 2 Mix (Xin —X) O41 — У. (4) 

Просуммируем неравенства (4) по значку Кот 0 до т-1. Будем 
иметь 
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m-In-l а Ь 

У, У, ти + — Xi) Ves — x) < Ja] F(x, y)dx < 
k=0i=0 =Fy с а 

= 

m-In-l 

< уу Ми (Xj — Xi) Veet — Vx) 
k=0i=0 =Fy <> SS lio SS. 

~y” 

— 
Е 

Так как ssJ,, $S, то -(5-5)< Г — Иль 5 (5-5), Т.е. 

Г 
ПОВТ. -1,,) 35 —5. Поусловию, /,, существует => lim(S —s)=0. 

> 

Следовательно, /повт. — [дв =0 = [ль = Гонт... 4 

Замечание. Совершенно аналогично устанавливается. 

Если у ограниченной функции f(x,y), заданной в прямо- 

угольнике (P), существуют одновременно J/,, = |] Fy) dxdy 

_ b а _ ” 
И Гловт. = | 4х| f(x,y) dy, то Г дв. = Гловт. . 

а с 

Теорема 2. Пусть функция f(x, у) определена и непрерывна в 

_ asx<b, 

(P)= Пусть 9(y) = ie у) dx, y e[c,d]. Тогда функ- 
с<у< а. 

ция ф(у) Е С(с,а]). 
» Эта теорема была доказана ранее. (См. гл. 7, $3. О непрерыв- 

ности интеграла как функции параметра.) 4 
Замечание. Совершенно аналогично устанавливается справед- 

ливость утверждения. 
а 

Пусть /(х,у) е С(Р) и пусть \(х) = | f(x,y)dy, хе[а,Ы. 

Тогда функция w(x) € С(а,5]). 

Следствие. Если функция f(x,y) определена и непрерывна в 

_ d Ь _ b d 
(P), то существуют /товт. = [47| fy) dx и Гиь = [1% | f(x,y) dy. 

a с с а 
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b 
} Действительно, в этом случае ф(у) = [f (x,y) dx € С(с,а)), 

р а 

а y(x)=[ f(xy) dy еС(а, ). Следовательно, ф(у)е А (с,4]; 

а b _ 

v(x) € R((a, b)) » Т.е. Jo (y) dy = Гоовт. И J v@) dx = | суще- 

ствуют. 4 ° ° 

Ранее (cm. §3, теорема 2) было доказано, что если 

f(x,y) е СР), то f(x,y) е R(P), т.е. существует [,,,. = || f(x,y) dedy. 
(Р) 

Таким образом, приходим к выводу: если f(x,y) € С(Р), то 

существуют одновременно Г;,„., Гловт, вт. А тогда по теоре- 

ме 1 настоящего параграфа, получаем, что J,, = Гловт. › Т. ©. 

[J £@,») dxdy = Job] лоу (5) 
(P) 

uf, =]... ,T.e 

[f fy) dxdy = jas sex y)dy. (6) 
(P) 

dxdy _ 3<x <4, 

Пример 1. Вычислить | = Л >, где (Р) = 

(Р(Х+У) [<у<2. 

dxdy 2 4 
По формуле (5) имеем = | dy . Находим 

4 Ve +y)? lay 
сначала внутренний интеграл: 

Г: Ро 
(x+y)?  х+У,.3 У+3 yt’ 

А тогда 

dxdy i(, ) y+3P" 5 4 25 
= _ dy = п =In=-In—=In—., 

ку Ду у+4 y+4 i 6 5 24 < 
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Osx, 
Пример 2. Вычислить | = {J y dxdy где (P) =; 

(by (1+ x? +y 
2\3/2° 
‘7 O<ysil. 

> Здесь для вычисления J удобнее воспользоваться формулой 

(6), т. е. взять внешнее интегрирование NO xX, а внутреннее — по у. 

Будем иметь J = f dx| y dy у. Находим внутренний ин- 
0 о (1+ x? +у?) 

теграл: 

у=1 

f ydy __ | _ [ | 

о (1+х2 +92)? Jl+x2 + у? y=0 x? +1 x? +2 

A тогда 
x=! 

в |} de=tn х+/х2 +1| _ 

o\vx? +1 “i +2 x+Vx742] | 

1+2 2+2 
ng ean 

Замечание. Если вычислять / по формуле (5), то квадратуры 
окажутся более сложными. В самом деле, будем иметь 

Г = Находим внутренний интеграл: 
Jy dy УГ 1+х2 +у 2)3/2° УР р 

о ( 

I= о х НИИ 
о (1+х? +9?) ley? Л+х2 +92] ley? ]2+у 

А тогда 

у=1 

1=| y dy С У2+У 1 13-11 
о (1+72)\/2+у2? 2 2+7? +1), 2 3+1 2 2+1 

в (3-0(62+0 | (8-1) (2+) _ 2+ 
= — п 

7 "(В+ 1 2 2 1+ 3 
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$6. Вычисление двойного интеграла в случае 
криволинейной области 

Пусть ограниченная функция f(x,y) задана в области (р), 

ограниченной линиями Y=C, у=а (с<а)их=а(у); х =В(у), 

где a(y), B(y) — функции, непрерывные на промежутке [c,d] 

и такие, что ©(у) < В (У), уЕ[с, 4]. 

Определение. Пусть при каждом закрепленном у из [c,d] 

B(y) B(y) 
существует [fs (x,y)dx. Torna | f(x,y) dx представляет собой 

(у) a(y) 
функцию аргумента у, определенную на промежутке [c,d], т.е. 

B(y) 

[ f(xy) dx = o(y), y €[c,d]. Если эта функция ф(у) оказыва- 
a(y) ° 

ется интегрируемой на промежутке [c,d], то fo) dy = 

а Bly) С 
= Jay | S(x,y) dx называется повторным интегралом от функции 

с Qa 

f(x, y) B области (р). 

Теорема 1. Если у ограниченной функции /(х, у) ‚ заданной в 

области (р), существуют одновременно оба интеграла: 7,, = 

4 В©’) 
= || оу) ах и Тов, = [ау | f(x,y)dx, то они равны, т.е. 

(D) c aly) 

1 дв | 

Ay 
d¢ 

(D) 
ot — x=B(y) 

=a(y) x 
= 

Рис. 8.5. К. определению повторного __ 
интеграла от функции f(x,y) в области (2) 
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x=O(y) x= 
d+ ~ 

Ye - 4 

or Xx 
a р 

Рис. 8.6. К доказательству теоремы | 

» По условию a(y) и B(y) — Функции, непрерывные на 

[c,d]. Значит, они — ограниченные на [c,d]. Следовательно, най- 

дутся числа а и 6, такие, что будет а < a(y) < В (у) < 5, уЕ [с, 4]. 

asx<b, 

Построим прямоугольник (Р) = Ясно, что (D) < (Р). 
с<у<а. 

Введем в рассмотрение вспомогательную функцию g(x,y), опре- 

делив ее в прямоугольнике (P) следующим образом: 

f(x,y) в (D), 
g(x,y) =: 

0 в (P)\(D). 

Покажем, что у функции g(x,y) в (Р) существуют оба интеграла: 

db 

Tyo. = [| BGs ydF и Moe, = | у] g(x,y) de. 
(P) са 

1) Действительно, g(x,y) е R(D), ибо в (D) g(x,y) = f(x,y). 

Кроме того, 8(х,у) е К((Р)\ (0)}, ибо #(х,у)=0 всюду 

В (Р)\ (р), за исключением, быть может, множества точек, 

лежащих на двух простых кривых: х =a(y) и x =B(), y =[c,d] 

(мы знаем, что существование и величина двойного интеграла не 
зависят от значений, принимаемых подынтегральной функцией 
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вдоль конечного числа простых кривых). Значит, &(х, у) е R(P), 

т.е. J, = [| &(х, у) dF существует. Имеем, далее, 
(Р) 

= [Ех аЕ = [fe(xy)dF+ [8 у)аЕ = 
(Р) (D) (P)\(D) 

= || f(x. y)dF+0=17,,. 
(D) 

Итак, I. дв. СУществует, и 

Dns. = Тв. ° (1) 

2) Покажем теперь, что у функции g(x,y) в (Р) существует 

Г вт. . Для этого возьмем любое уиз [c,d] и закрепим его. Имеем 

[а,6] = [a,a(y)] U [a(y), B(y)] U [B(), 6]. 

Функция g(x, у) интегрируема по х Ha каждом из этих Tpex проме- 

жутков, ибо на [a(y),B(y)] она совпадает с f(x, у) ‚ а на остальных 

двух — g(x,y) = 0 всюду за исключением, быть может, двух точек. 

Имеем, далее, 

(у) B(y) By) 

Ja y)dx = J gt, 4+ J g(x,y)dxe+ fax = J f(x,y) dx, 
. Y ‚ aly) B(y) о ay) 

=0 -0 

По условию, правая часть последнего равенства интегрируема Ha 

промежутке [c,d] (по условию, /,,,,. существует). Значит, интег- 

рируема на промежутке [c,d] и левая часть этого равенства, т.е. 

db 
существует /”.„„ = [14| g(x,y) dx. Таким образом, показано, что 

с а 

s 

Tost, СУществует и что 

ПОВТ. = Гловт. ° (2) 
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Tak как у ограниченной функции 2(х, у) , заданной в прямоуголь- 
— s e 

нике (P), существуют оба интеграла /,, И /.5,,., ТО ПО теореме | 

предыдущего параграфа заключаем, что 

Гав. = Trost. ° (3) 

У нас Г =Г,, Гот. = Inont, . Следовательно, Ine. = Гловт.. $ 

Теорема 2. Пусть функция f(x,y)eC(D) и пусть $(у) = 

В(у) 

= | f(x,y)dx, ув[с,а]. Тогда Ф(у) € С(с, 4). 
a(y) 

№ Эта теорема была доказана ранее (см. гл.7, §6, теорема о 

непрерывности интеграла как функции параметра). 4 

Следствие. Если функция f(x,y) е C(D), то существует 

а By) 

Taos ‚= 1904 - fay | f(x,y) ах. 
се aly) 

Ранее (см. $3, теорема 2) _ было доказано, что если 

Г(х,У) е С(р), то f(x,y)e RD), т.е. существует /,, = 

= Г f(x,y) хау. Таким образом, приходим к заключению: если 
(5) — 

f(x,y) е C(D), то существуют одновременно 7, И /,,,, . А тогда 

по теореме I настоящего параграфа приходим к выводу, что 

Тов. = Гловт. ’ т. ©. 

а Bly) 

JJ Лос, у) dxdy = J dy [ Ле, у) 4х. (4) 

(2) c ay) 

Замечание 1. Если область (D) представляет собой криволи- 

нейную трапецию другого типа и ограничена кривыми у = A(x), 

у = В(х), хе[а,В] и прямыми х=а, х=Ь, a<b (функции 

(x) и B(x) предполагаются непрерывными на промежутке [a, b] 

и такими, что a(x) < B(x), x ef[a,b]), то вместо формулы (4) 

придем к формуле 
b Вх) 

[J fy) dxdy = [dx | Лоу) ау. (5) 
(2) as &(x) 
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При этом предполагается, что f(x,y)e¢C(D), а следовательно, 

_ b B(x) 
Ine. = ff f(x,y) dxdy и Гловт. = | de | Лоу) 4 существуют. 

(0) а G(x) 

Замечание 2. Если контур области (DP) пересекается лишь в 

двух точках как параллелями оси абсцисс, так и параллелями оси 
ординат (как, например, в случае, изображенном на рис. 8.8), то 
справедливы обе формулы (4) и (5). При этом, конечно, предпо- 

лагается, что f(x,y)eC(D). Функции &(x), B(x) € C({a, 5}), 

a(y),B(y) еС(с,а]). 
Замечание 3. В случае более сложного контура область (D) 

обычно разлагается на конечное число частей рассмотренного 

типа (например, на рис. 8.9 область (О) рассекается прямой 

/ 

Рис. 8.7. К замечанию 1 

х=у на три такие части: (2), 

(D,), (D;)). Тогда искомый двой- 

ной интеграл представляется сум- 
мой двойных интегралов, распро- 

страненных в отдельности на эти 
части: 

[[ fn 4F = || (У) аЕ + 
(2) (D)) 

+ [[fydF + [ffx y)dF. 
(2,) (D;) Рис. 8.9. К. замечанию 3 
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$7. Примеры 

Пример 1. Вычислить I = || (x? + у) Чхау, где (2) — область, 
(D) 

ограниченная двумя параболами: у=х? и у? =x. 
А у Решение. Полезно сделать чертеж 

(хотя бы грубо), чтобы получить общее 

представление об области. Решая со- 
Ip ----5---5 вместно уравнения парабол, находим 

точки их пересечения: (0, 0) и (1,1). 
Если внешнее интегрирование про- 

изводить по у, то промежутком изме- 

нения у будет [0,1]. Взяв произволь- 

—
5
 

ф-
 

>
 

< 
> 

% 
- 

5 
5 

=
 

—
 

O => Hoe значение у из промежутка [0, I], 
видим по рисунку, что х изменяется OT 

Рис. 8.10. K примеру | x=y? до x =,Jy Будем иметь, следо- 

1 x=Jy 
вательно, [ = [dy [(x*+y)dx. 

0 x=y? 

Вычисляем внутренний интеграл: 

х= y 3 = 
ав] = 

х=у? 3 х=у? 

_1 3 lie 3 _4 
— 3” +y 37 7 =3 

Вычисляем теперь внешний интеграл: 

| 4 sp 1 33 
ЦЕХ = 7 ==. 
0 

y2_!1 6 93 3/2 7 
37 У. y 

2 
Пример 2. Вычислить [ = [[—-ахау, где (D) — область, огра- 

(2) 

ниченная прямыми X=2, у=х и гиперболой ху =1. 

Решение. Наносим все эти три линии на рисунок (рис. 8.11). 

Совместным решением уравнений легко получить, что прямая 
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х=2 пересекает прямую у=х 

в точке (2,2), а гиперболу 

| 
ху =1— в точке |2, 5]: прямая 

у =x игипербола xy =1 (в преде- 

лах первого квадранта, где и лежит 
рассматриваемая область) пересе- 

каются в точке (1, 1). 

Если внешнее интегрирование 
производить по х, то промежуток 

изменения х будет [1, 2]. Взяв про- Рис. 8.11. К примеру 2 

извольное значение х из этого про- 

| 
межутка, видим по рисунку, что у изменяется от p=— до у=х. 

x 

2 y=x x2 у=х x2 

Будем иметь, следовательно, J ={dx | —dy. Ho | =a= 
г y=t/x Y yal/x У 

x2 у=х 2 9 
=-2]| = -х, так что Г= [(x?-x)dxe ==. 

У yal I 4 
x 

В то время как в примере 1 вычисление двойного интеграла по 
обеим формулам (4) или (5) представлялось одинаково простым, 
в примере 2 дело обстоит иначе: вычисление по формуле (4) здесь 
было бы сложнее. Тем не менее мы выполним его, ибо поучитель- 
но дать себе отчет в причине указанного обстоятельства. _ 

Прямая, параллельная оси Ох, пересекает контур области (D) 
в двух точках, так что формула (4) применима. Но кривая, 
ограничивающая нашу область слева, состоит из двух частей: 
куска гиперболы и куска прямой, которые определяются различ- 

ными уравнениями. Иными словами, функция x = а(у) задается 

| 
различными формулами в различных частях промежутка |. 2 

изменения у. Именно, 

Ю если Е 1 | у’ у 2’ 9 

У, если yef[l, 2]. 

a(y) = 4 
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Поэтому интегрирование по у следует разбить на два промежутка: 

|. ] и [1, 2]. Следовательно, будем иметь 
2 

x=2 x=2 x? 
[= {dy "| ac [| 5 

1/2 х=Иу х=у 

Так как 

xe? x? oP? gy ty? в у 
= = тая, J = 3.23, 

х=Цу У УЕ ЗУ ЗУ’ ey Y 37|, 3У 3 
y 

TO 

‚= Дт ss |e mite 7S) 
= 32. 

С подобными обстоятельствами приходится считаться: из двух 
возможных путей вычисления двойного интеграла, естественно, 
выбирают более простой. 

Пример 3. Вычислить [= ff 4x? — у?ахау, где (D) — 06- 

(D) 

ласть, ограниченная прямыми y =0, 

х=1, y= 
Если внешнее интегрирование про- 

изводить по х, то промежуток измене- 

ния х будет [0,1]. Взяв произвольное 

значение х из промежутка [0, 1], видим 

по рисунку, что у изменяется OT у=0 

до у=х. Будем иметь, следовательно, 

Г  у=х 
Рис. 8.12. К. примеру 3 l= [ax | 4x? —y*dy. Вычисляем 

0 — 

внутренний интеграл: 

у=х y=x 

J V4x? = y?dy = | 4x? — y? +2х? arcsin = = \3 ‚= x. 

y=0 2 2х 3 
y=0 
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Вычисляем теперь внешний интеграл. 

‚зы 
В примере 3 вычисление / можно было вести и по формуле 

(4), т.е. производить внешнее интегрирование по у. Но в этом 
случае мы натолкнемся на более трудные квадратуры. Чтобы 
убедиться в этом, станем вычислять / по формуле (4). Имеем 

1 x=] 

Г= |4 | \/4х? - у? 4х. Вычисляем внутренний интеграл: 
0 x=y 

x=l 
=] 2 \ 

"| 4х? — у?ах = 3 wae -y’ - > In (2x + 4x? -y? | = 
x=y х=у 

2 2 

_ я - In (2+ V4-y? )-y'W3+2 In (y+ )| 

A тогда 

ik — у? — МЗу? + "+ р Z 
2 2+y4-y? 

 Сопоставляя это выражения для Г с ранее полученным: 

[= 
| 

==! 
d 2 у. 

[= [> ы х2ах, видим, что вычисление / по формуле (5) пред- 

почтительнее. Подобное обстоятельство следует учитывать при 
выборе формулы для вычисления двойного интеграла. 

Для приобретения навыков в расстановке пределов интегри- 

рования в случае криволинейной области полезны следующие 
упражнения. 

Задача 1. Переменить порядок интегрирования в повторном 

у=2-х 

интеграле / = fax JI, y) dy. 
-6 a 

ye 

Решение. Область интегрирования (D) определяется совмест- 
x2 

ными неравенствами: —6<х<2, ‚= -1<у<2-х. Изобразим 
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Рис. 8.13. К задаче 1 

эту область (2) на рисунке. Из рис. 8.13 видим, что если брать 

внешнее интегрирование по у, то область (р) следует разбить на 

две области (D,) И (D3) линией у=0. Тогда (D) будет опреде- 

ляться неравенствами —1 <у < 0, - 2Jy+1 <xs 2Jy +1, a (D>) — 

неравенствами 0<у < 8, - 2. у+1<х < 2 -у. Будем иметь, сле- 

довательно, 

0 x=2Jy+l x=2-y 

I = {dy Гы зу + f dy [| fy) dx, 
Но ga-dfyat 0 xtra 

Задача 2. Переменить порядок интегрирования в повторном 
интеграле 

2 1 y=l-x 

T=Jdx | f(xy)ay. 
-1 у=-У-х2 

Решение. Область интегрирования (D) определяется совмест- 

ными неравенствами 

-lsx<l, - М -х2 <ysl-x? 

Изобразим область (D) на рисунке. Из рис. 8.14 видим, что если 

внешнее интегрирование производить по у, то область (D) следует 

разбить линией у =0 на две области (D,) и (D>). Область (р) 

определяется неравенствами -1<у<0, - У — у? <х< Ji - y? , 
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Рис. 8.14. К задаче 2 

а область (D5) — неравенствами Osy<l, - Jl -y<sxs Jl -y. 

Следовательно, будем иметь 

0 x=y¥i-y? 1 х=Л-у 
Г= [4 [f(xy)dx+]fdy | f(xy)dx. 

Г xs-yi-y? 0 х=-Л-у 

Задача 3. Переменить порядок интегрирования в повторном 

2а у=У2ах 

интеграле / = J dx f(x,y) dy (а>0). 

0 у=У2ах-х? 

Решение. Область интегрирования (р) определяется совмест- 

ными неравенствами 0 <х < 2а; У2ах-х? < у < У2ах. Изобразим 

область (D) на рисунке. Из рис. 8.15 видим, что если внешнее 

интегрирование производить по у, то область (D) следует разбить 

линией у=а натри области: (2), (D)), (D3) . 

Область (D,) определяется неравенствами 

2 

О<у<а, a Sx за- 7" -у?; 
а 

область (25) — неравенствами 

O<sysa, а+\а? -у? <х<2а; 

область (D,;) — неравенствами 
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2a 

x=2a 

a х=а+4/а?-у? 
[2 2 aa 

x=a-—,J/a°-y 

Xx 

a 2a > 

Рис. 8.15. К задаче 3 

у? 
азу<2а, —<х<2а. 

2а 

Следовательно, будем иметь 

а х=а- а? -y? x=2a 2a x=2a 

I = [dy J FG, y)de + | dy J fx, y)dx+ J dy J Fe, y)dx, 
0 xed 0 х=а+\а? -y? xed 

Задача 4. Вычислить IJ = [{|cos(x+y)|dxdy, где (D)= 
(D) 

} <х<т, 

Osysn. 

Решение. Отметим прежде всего, что Cos(x + у) > 0 в областях: 

(у -10=х< ; Os ys—- xf (D,) = |" <х<к; Идут 

с0$ (x + у) < 0 в областях: 

w
l
a
 

[
а
 

D,) =10<х<7, 2 > IA
 

< IA
 

а 
—
—
 

> —
 © | 

_
—
_
 

la
 

IA
 

< IA
 

я ©
 

IA
 

< IA
 Uo

 
а 

| > 
—
_
—
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Рис. 8.16. К задаче 4 

Имеем поэтому 

Г= | | [с0$ (х + у] dxdy = fl | cos (x + у) dxdy - {I | cos (x + у) dxdy - 
(2) (D,) (D,) 

- [J cos (x + у) dxdy + [J cos(x + у) dxdy = 
(D3) (04) 

1/2  у=п/2-х у=п 
= | dx | cos (x + y) dy - ii dx | cos(x + y) dy - 

y=0 0 у=к/2-х 

к y=3n/2-x 

—fdx [cos(x+y)dy+ Г de "[eos(x+y) dy = 
к/2 y=0 п/2 = y=3n/2-x 

nf2 у=-х n/2 =n 

= | sin (x+y) _§ dx — | зт (х+ у)" ax 
0 0 a 

л 3n_ 

- fsin@x+y) 2 F * de + р sin (x + y)]"" 5 a= 
nf2 a n/2 > 

2 
= Газа + J нп x) + 

+ [что а-я = о +2 fdr = m+n =2n. 
0 n/2 
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Задача 5. Вычислить | = {{sgn(x? -y?+2)dxdy, где (D)= 
D 

={x?+y? 4}. ©) 

y (D,) Решение. 

2 2 

„А х’-у+2=0 > —т- m= 
=p) (2) (2) 

| a 1 2 4 А 

: х Ветви этой гиперболы являются ли- 
-2E-1= 1—2 ниями разрыва подынтегральной 

_— —| функции. Так как подынтегральная 
— —/2 функция — ограниченная в (2) 

— и непрерывная там всюду, за исклю- 
(D3) чением точек, лежащих на двух про- 

стых кривых, то двойной интеграл / 
существует. 

(D) =1-15х 15 4+2 << 4-х |. 

(Dy) = |-1s x1 ~ 4-х? уз +2 |, 

(D;) =|-25х 5-1 - 4-2 sys 4-20 

Uj-Isxsk - 42 +2 <у 57 +211 

Их =2; ~V4-x? sy <Va-x?. 

Имеем в (D,) Ц (D3): x? - у? +2 <0, ав (D>): x? -у2+2>0.Мы 
знаем, что существование и величина двойного интеграла не зави- 
сят от значений, принимаемых подынтегральной функцией вдоль 
конечного числа простых кривых. Поэтому 

Г = [J чхау - [J ахау - [J ахау = 5 - Fo, - F5,, 
(D>) (2) (D3) 

Рис. 8.17. К задаче 5 

Пусть 

где F5, F5, F5, — площади областей (2), (.), (D3) . Так как 

Е=, =4n, Fa.) = Кр) ‚ то Кр.) = 4n-2F р) и, следовательно,



[=4n- 45). Так как область (D,) симметрична относительно 

оси Оу, то 

Fz, = 2%. te 2f (Waa? Va? +2) = 
о ур 0 

х=1 

2 
= 4-7 + Saresin ^_^ x? +2 -5т(х+ vx" +2) 

х=0 

Bon B v2 2 Е -ш ++ в = И 

8 V2 == 
= 47 -——- 4 п[2 Г = 45 3 8 In С — + п( +3). 

Задача 6. Вычислить | = [[ VEQ -2) dxdy, где (D) ={x? <y <4}, 
(D) 

Решение. По определению функции Е, имеем: 

если OS y-x? < |, т.е. если x? <у<1+х?, то Е(у-х2) =0 

если 1<у-х? <2, т.е. если 1+х2 <у<2+х?, то E(y-x’) =]; 

если 2<у-х? <3, т.е. если 2+х? <у<3+х?2, то Е(у-х*) =2 

если 3 < у-х? <4, т.е. если 3+х? <у<4+х?, то E(y-x’) =3. 

Следовательно, Е(у-х?)=0 в (2); E(y-x’)=1 в (D,); 

E(y —x?) =2 в (D;); E(y—x’) =3 в (D,). Видим, что подынтег- 
ральная функция терпит разрыв на конечном числе простых кри- 

вых, лежащих в области (D). В остальных точках области (р) она 

непрерывная. Так как подынтегральная функция еще и ограничен- 

ная в (D), то двойной интеграл J существует. Принимая во вни- 

мание, что существование и величина двойного интеграла не зави- 
сят от значений, принимаемых подынтегральной функцией вдоль 
конечного числа простых кривых, можем написать, что 

T= [f0-dxdy+ [[1-ахау+ [| М2 ахау+ [| МЗ ахау = 
(2,) (D2) (D3) (Dy) 
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Рис. 8.18. К задаче 6 

> | = Г, +2 . Г; + V3 . РБ, ‚ rae F5,° ЕР, Е, — площади обла- 

стей (D,), (D3), (D4) соответственно. Так как области (D,), (0:;), 

(D4) симметричны относительно оси Оу, TO 

4  х=уу-3 4 у=4 
F5, = 2] dy fax = 2) fy-3 dy =2-2-3)” =: 

3 х=0 3 

э 

у=3 

4  х=уу-2 4 4 

Е, = 2] dy [ dx - Fp, = 2) Wy-2dy-> = 

2 x=0 2 

4 x=yJy-l 4 8/2 Ip, = 2) ay J dx — (Fp, + В) =? Wy 1 dy = = 
x= 

y=4 
_ 82 _ 45 _ 82 _ 4.27, _ 43/2 8/2 =2-20-1) ; — 

у=1 

А тогда 

г [58-82-41 -+8-4-468-58+4)



Глава 9 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

$1. Криволинейные интегралы первого рода 

1°. Прежде чем дать определение криволинейного интеграла 
первого рода, рассмотрим следующую задачу. 

Имеется спрямляемая пространственная кривая (/) длины 5. 

Пусть на (/) непрерывным образом распределена масса с плотно- 

стью р(х,у,<). (Средней плотностью дуги мы называем отноше- 

ние ее массы к ее длине. Плотность р(х,у,=) кривой (/) в точке 

(x,y,z) есть предел средней плотности бесконечно малой дуги, 
стягивающейся в упомянутую точку.) Требуется найти массу т 

кривой (/). 

Хх 

Рис. 9.1. К. задаче по определению массы кривой



№ Разбиваем кривую (/) точками Ay =A, А, AD, , А, 

A, =В произвольным образом на п частичных дуг АА. 

(kK =0,1,2,...,2-1) с длинами So, $, 52, ..., 5,4. Полагаем 

А, = ‚тах. {s,}. Предполагаем частичные дуги A, A, 4, столь малы- 
=U, N- 

ми, что Ha —A,A,,; плотность распределения массы Р вдоль этой 
дуги можно приближенно считать постоянной, равной 

Р(х,,Ух,2,), где точка (х,,У,,<,) — любая, принадлежащая 

~A,A,,,- Тогда масса Am, частичной дуги А,А,., привой (1) 

будет приближенно выражаться формулой 

A ту = (Xp Ves к) - 5%. 

Масса т всей кривой (/) будет выражаться приближенно суммой 

т = р (5%, о, 20) - 50 +Р (9, 1, 4) 51+ ... + Р (Хи, Ун-1ь 21-1) - 5-1 = 
п-1 ИИ 

= Ур (XK Ук, Ск) - 5%. 
k=0 

Интуитивно ясно, что чем мельче частичные дуги A, A,,,;, тем 

меньше ошибка, которую мы делаем, считая частичную дугу A; Az) 

однородной. Поэтому за массу т кривой (1) естественно принять 

п-1 
= |i ху 7).5,. m lim LP Feo Ув би) Sp. $ 

2°. Дадим теперь определение криволинейного интеграла пер- 
вого рода. Пусть в пространстве расположена спрямляемая кри- 
вая (/), имеющая концы в точках A и В, и пусть во всех точках 
кривой (/) определена функция f(x, y,z) - Проделаем следующие 

операции. 
1. Разобьем кривую (Г) точками 4 =А, 4, AZ, , Ад, 

А, = В ‚ следующими друг за другом вдоль кривой (/) в направле- 

нии от Ак В, на частичные дуги ~A,A,,,. Пусть 5, — длина 

~A, Aya, (К=0,1,...,п-1). Положим A= max {sy} (^, — ранг 

дробления). ти 

2. На каждой дуге -А,А,„ берем произвольную точку 

(х,, Ук, 2.) и вычисляем в ней значение функции JF, т.е. находим 

Лок, Укь к). 
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3. Умножаем найденное значение функции на длину соответ- 

ствующей частичной дуги /(х,, Ук, 2, )-5,, K=0,1,...,n-1. 

4. Складываем все такие произведения. Получаем сумму 

п-1 

<= DSK Ves) SK. 
k=0 

Отметим, что значение суммы с зависит, вообще говоря, как OT 

способа разбиения кривой (/) начасти ~A,A,,,;, К =0,п-1,таки 

от выбора точки (X,,¥,,Z,) на АА. 

5. Измельчаем дробление так, чтобы А -›0, и ищем lim с. 
= 

Если существует конечный предел / = limo и этот предел не 
А>0 

зависит ни от способа разбиения кривой (/) на части Ак А, 

k =0,п-1, ни от способа выбора точек (х,,У,,5,) на Ак Ака, 
то его называют криволинейным интегралом первого рода от функ- 

ции /(х,у,г) по кривой (/) и обозначают символом 

| Лоу, 2). (1) 
~AB 

Если, в частности, кривая (/) лежит в плоскости Oxy, то 
функция Гот координаты Z не зависит и вместо (1) появляется 
интеграл 

| f@ay)ads. (2) 
~AB 

Замечание 1. Из самого определения криволинейного интег- 
рала первого рода вытекает следующее свойство: 

[Лоу = | f(x, y,z)ds, 
~AB ~BA 

т. е. направление, которое может быть придано пути интегрирова- 
ния, никакой роли не играет. В самом деле, ведь длина 5, дуги 
~A, Ак. Не зависит от того, какая из точек A, и A,,, принята за 
начало и какая — за конец дуги. 

Заменание 2. Принимая во внимание определение криволи- 
нейного интеграла первого рода, можно заключить, что в задаче 

пункта 1° масса т кривой (/) определяется по формуле 

m= [p(x,y,z)ds. 
~AB . 
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3°. Теорема (о существовании и вычислении криволинейного 
интеграла первого рода по плоской кривой). 

х=Ф(1), 
1. Пусть кривая ~AB задана уравнениями: te[p,q], 

у= (1), 

где ф и W — функции, заданные на промежутке [p,q] и имею- 

щие там непрерывные производные g(t), \’(1). Пусть 

(9 (p), v(p)) = A, (9(9), ч(а)) = В. Пусть точки (Ф(1),\(0)) следу- 
ют друг за другом на TAB именно в том порядке, в каком 

соответствующие значения { следуют друг за другом Ha [p,q]. 

(Считаем _АВ незамкнутой и не имеющей кратных точек.) 

2. Пусть функция f(x,y) задана на -АВ и непрерывна там. 

Тогда J = | f(x,y) 4 существует и выражается обыкновен- 
_ АВ 

ным определенным интегралом по формуле 

9 

[ Л(х, у) ds = | SoM, +0). (60+ (wy и (p< 9) 0) 
- АВ р 

(подчеркнем, что нижний предел определенного интеграла (3) 

должен быть меньше верхнего). 
Заметим сначала, что интеграл, стоящий в правой части 

(3), существует, ибо подынтегральная функция в нем непрерыв- 
на на промежутке [p,q]. 

Напомним, что в условиях теоремы кривая ~AB спрямляема 

q 
и ее длина 5= | (еду + (уу dt (р<а). Составим сумму 

р 
Римана с для криволинейного интеграла | f(x,y) ds. Для этого 

_AB 
надо разбить -АВ точками A, на дуги A,A,,, (kK =0,n-1). 

Такое разбиение можно осуществить, если разбить промежуток 

[p,q] произвольным образом точками р=у< 1 <t, <...< 4, =4q 

и положить A, = ($ (1%), у (1), К = 0, я. Тогда 

gal 

%= | (oro + (wy dt, k=0,n-1. (4) 
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Затем Ha каждой частичной дуге ~A,A,,; нужно взять произволь- 

ную точку М, (х,, У»). Это можно сделать так: на каждом частич- 

ном промежутке [f, , f,,;] взять произвольную точку 6, и положить 

x, =Ф(0,), у, = w(6,). Будем иметь тогда 

с = Уаз = ¥ £(0) 4(0,)) ИВ] We (0) +(w)) а 

По теореме о среднем для определенного интеграла (4) 

teal 

5% = f Yo) + (40 at = Yo) + (WED) Ce - 4), 

roe т; Е [1,1]. Поэтому 

n-l 

с = df (~ (6, ), w(O,))- J (а) + (w(t) At. 

Полученное выражение для с сходно с суммой Римана для 
определенного интеграла, стоящего в правой части (3), но тако- 
вой не является, так как 0, и T,, вообще говоря, различны. 

Составим сумму 

п-1 

- 2S (9 (t,), W(t, ))-y ('(t,)) + (w(t, )y Aly. 

Это уже настоящая сумма Римана для определенного интеграла, 
стоящего в правой части (3), т.е. для интеграла 

9 2 2 Г, = | (Ф(0,%0)- (0 + (а 
р 

Было отмечено, что J, существует. Следовательно, o, > Г, при 

А. 0 (A, = _max {At } ). Заметим, что (A>0) <= (A, > 0). 
=Q,n- 

Рассмотрим очевидное равенство 

6=0,+(0-0,). (5) 

Из (5) видно, что теорема будет доказана, если показать, что 

Ит (©<-с.) =0. jim ( ‚) 
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Имеем 

n-l 

с-с, = py [F (9 x), ¥(8,))— F(9 (te), W(TR))] 5%. 

Возьмем =#>0 — любое, сколь угодно малое. Функция 

f(9 (1), w()) е С(р,а] ‚ как суперпозиция непрерывных функций. 
Значит, она и равномерно непрерывна на промежутке [p,g] => 
B3ATOMY $ > 0 отвечает 6 > 0, такое, что для любых двух точек Г’ 

и Г” из [p,q], для которых |" -#]<6, будет 

IF(o@’), WH) - FO), WD) <=. 

Возьмем любое разбиение промежутка [p,q] на части [f,,4%4,], У 

которого ранг дробления A, <6. Так как 6, и т, Е [1,1], то 

(0, — тк | S 1-1 ЗА. <б. Следовательно, для любого k = 0, п-1 
будем иметь 

F(x), (6%) - F(9 (%), W%))] <=. 
Поэтому, считая дробление промежутка [ p,q] таким, что A, <5, 

п-1 

получим [с -с.| < У=- 54, =&-5 (здесь — длина —AB ). Tak как для 

достижения неравенства lo _ с. < Е. 5 потребовалось лишь, чтобы 

было A, <5, то заключаем, что jim (с - с.) =0, а значит, и 
„> 

lim(o -ов,) =0. Шт (с —o,) 4 

Частные случаи. 

Г. Пусть кривая %-АВ дана явным уравнением: y= Q(x), 

хЕ[а, 6], а<ф. Тогда: 

1) если функция Фф(х) имеет на промежутке [a,b] непрерыв- 

ную производную $’(х) и 

2) если функция f(x,y) непрерывна на ~AB, то | f(x,y)ds 
_AB 

существует, и 

b 

[fey = [ МФО) + (G0) ах. 
АВ а 
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П. Пусть -АВ задана уравнением в полярных координатах: 

r=r(o), фЕ[а,В], «<8. Тогда: 

1) если функция г(ф) имеет на промежутке [a,B] непрерыв- 

ную производную г’(ф) и 

2) если функция f(x,y) непрерывна на -АВ, то | f(x,y) ds 
существует, и _AB 

В 
J fGy) ds = AG cose, rsin ) Jr? + (13)? do. 

Замечание. Совершенно аналогично доказывается теорема о 
существовании и вычислении криволинейного интеграла первого 
рода по пространственной кривой. 

Теорема. 

1. Пусть пространственная кривая _АВ задана уравнениями: 

Ix = o(), 

зу = (1), telpq] и р<а 

[< = © (1), 

(считаем ~AB незамкнутой и не имеющей кратных точек). 
2. Пусть функции ф (1), w(t), ® (1) имеют на промежутке [р,4] 

непрерывные производные ‹$’(г), (г), w’(f). 

3. Пусть (Ф(р),у(р), в (р))=А, (9g), %(а), в (а)) = В и точки 
(Ф (1), y(t), @ (2) следуют друг за другом на  ~AB именно в TOM 

порядке, в каком соответствующие значения Е следуют друг за 

другом на [p,q]. 

Тогда, если функция f(x,y,z) непрерывна на -АВ, то 

[= | Л (х, у,<) ds существует и выражается через обыкновенный 
. АВ 

определенный интеграл по формуле 

| Лоу) ds= 
- АВ 

Fo, ч д, (0)- (< + (0+6 at (P<). 

з 
5
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Примеры. 

1. Вычислить T= f(x? +43) 4%, где (/) — дуга астроиды 
(Г) 

х2 + yP = al, 

Решение. Вычисление / удобнее производить, взяв уравнение 

астроиды (/) в параметрической форме: 

x = acos*t, 
(/) =; te[0, 2]. 

ly = asin’, 

Имеем х/ = -3а с0$? 15т{; y= 
= Заз т? 1с0$1; 

ds = (<)? +0)? = 

= 49a? sin? t cos? t -dt = 

Рис. 9.2. К. примеру 1 = 3a|sin и соз4#. 

Поэтому 

2 

IT = [ a*?(cos* t+ sin‘ 1) -3a|sin 1с0$ 1 dt = 

n/2 к 

= и [ (cos? tsin t+ sin? tcost) &- |(с05? tsint + sin? 1081) dt + 
0 к/2 

31/2 

(cos tsint + sin? tcosf) dt — "(сов tsint + 511? tcos?) al => 
к 3/2 

| , к/2 . к 
— [= та" С cos® r+ sin® 1] + (cos° t —sin® 1) + 

2 0 ^/2 

3n/ 
+(—cos® ¢+sin® nf” +(cos® t—sin nl | 

к 3/2 

а? 
= —[2+2+2+2]= 4a’! | 
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2. Вычислить J = {|y|ds, где 
oO) 

(Г) — дуга лемнискаты (x? +у2)? = 
20.2 4,2 = а"(х^- у“). 
Решение. Перейдем к поляр- 

Хх =ГС0$Ф, 

ным координатам: Рис. 9.3. К примеру 2 
у = ГУТ Ф. 

Тогда уравнение лемнискаты получим в виде: г = а_/соз 2. Име- 

adp _. 
[cos 20° 

ем № =-a мп 2ф + (2)? = 
ы Jcos29” ” costa" 

[У = aycos 29 -|sin $], |y| ds = bin | dp . Поэтому 

sds= Jr’ +(r “)? do = 

~3n/4 
Г=а | [anode J fsinedp- [sin gde- [xn ao 

3n/4 -к —n/4 

= а?|- Cos ol" — COS ла + COS gf" + COS | =a’ (4 - 2/2). 

3. Вычислить | = | (х + У) ds, где (Г) — контур треугольника с 
(1) 

вершинами в точках O(0,0), 4(1, 0), BO, 1). 

Решение. (1) = (1) U(h) Ц (В); 

Г = [+y)ds = [(x+y)ds+ [(+y)ds+ [(x+y)ds. 
(/) (11) (1) (13) 

1) (1) =OA: у=0, хЕ[0,1] = 

5 у 

ds = Vl + (yy) dx = dx ; B(0,1) 

; 21! (/2) 
I, = Год = [оо 1 (В) 

2) ([5) = АВ: у=1-х, хЕ[0, | = (4) 4(1,0) 
Рис. 9.4. 

ds = 1+ (1)? = V2 dx ; К примеру 3 

п



! I 
I, = Гену = f(x+1— x2 de = [= = V2. 

0 (/2) 0 

3) (15) = OB: x =0; ye[0, 1] => ds=J1+(x,)? dy =ay; 

I 2|! 
I, = [(x+y)ds =[(0+y)dy => 

(15) 0 2 

т 
0 2° 

Значит, 

=h+th+l=54 2+ =1+.Д. 

4. Вычислить | = [zds, где (/) — коническая винтовая линия: 
(/) 

x=tcosf, 

sy=tsint, te[0, 1]. 

< =Ь, 

Решение. Имеем: x; = cost—fsint; у, =sint+fcost; z, =1; 

ds = I(x’)? + (у)? + (2721 = + dt. 

Тогда 

fo 

Г= [zds= [1/2+2 dt = 3240)" 
(Г) 0 

Ig 

3 ((2+%0)% - 2%”), 
0 

5. Вычислить Г = [x7ds, где (Г) — окружность: 
(1) 
+2 +22 =а?, 

x+y+z=0. 

Решение. Плоскость x + y+ z=0 проходит через начало коор- 

динат и пересекается со сферой x? + у? +? =а? по окружности 

радиуса а. Таким образом, (/) — окружность радиуса а = длина 
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(1) равна 2na. Легко понять, что | x’ds = [у?4 = | 245. А тогда 
(Г) (1) (1) 

I = | х'ф=- | (x? +y*+2*)ds. Заметим, что Ha (/), т.е. на ок- 
(1) (0 

ружности радиуса а с центром в точке О, подынтегральная функ- 
а? 

3 |%. Но | ds равен 
(0 (0 

21a 

1 
ция равна а”. Следовательно, / = 3 [47 = 

(/) 
3 

значению длины окружности (/), T.e. 2ка. Поэтому Г = 

$2. Криволинейные интегралы второго рода 

1°, Определение. Пусть в пространстве дана непрерывная кри- 
вая AB. Пусть Ha -АВ задана функция Х(х,у,=). Выберем на 
~AB какое-нибудь направление (одно из двух возможных), Ha- 

пример, от точки A к точке В. Проделаем следующие операции. 

1. Разбиваем -АВ точками 4 =А, А, 4,,, А, 4, =В 

на п частичных дуг ~A,A,4,, К=0,1,2,....п-1. Точки 

Ay (Xp, Very) следуют друг за другом вдоль -АВ в направлении 

от точки А к точке В. Пусть 4 — диаметр АА 

(d,= sup {р(М,М)}) и пусть А = шах а, }. 
Me.A,A ais k=0, л-1 

Ме. АкАь 

Az 

A=Ay А 42 

Рис. 9.5. К определению 
криволинейного интеграла второго рода 
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2. На каждой ~A,A,,,; берем произвольную точку (Хх, ‚Ук, <») 

и вычисляем в ней значение данной функции /(х,,У,,<,). Со- 
единим концы каждой частичной дуги хордой и придадим этим 
хордам направления соответствующих дуг. Получим направлен- 
ную ломаную. Звенья этой ломаной есть векторы 

—> — 

Al, АД, ..., Ау. Спроектируем эти векторы на ось Ох. Полу- 

чим числа Ах, AX, ..., Ах, (Ах = Хи - Xp = про, А Арн = 

= про АЙ ). Эти числа могут быть положительными, отрицатель- 

ными и равными нулю. 
3. Каждое вычисленное значение функции 

we Ags ~~. 
Al SI (X%.Ye>2%%) умножаем на проекцию COOTBET- 

ствующего звена ломаной Ha ось Ox. Получим 

АС, Ук, <) Ах, , К = 0, l, 2, в MN -l1. 

y 4. Складываем все такие произведения. 

k п-1 ОНИ 

6 Получаем сумму O= YS (Ук, %) AX, Puc. 9.6. mr 
К определению 
криволинейного (с — интегральная сумма). 

интеграла 5. Измельчаем дробление ~AB на час- 

второго рода ти ~A,A,4, так, чтобы А, > 0, и ищем limo. 
_> 

Если существует конечный предел | = lim O И этот предел не 
—) 

зависит ни OT способа разбиения ~AB на части АА, ни OT 

выбора точки (х,,Ух, <) на ~Ay Ак. , то этот предел называется 

криволинейным интегралом второго рода от функции Г(х,у,=) по 

кривой _АВ (по x) и обозначается [f (x,y,z) ах. 
_AB 

Замечания. 
1. Криволинейный интеграл второго рода меняет знак при 

перемене направления линии, по которой производится интегри- 
рование, т.е. 

[ f(x,y, г) dx -=- | Ло, у, =) de. 

- АВ - ВА 

Это ясно, ибо проекции звеньев ломаной Al, на ось Ox суще- 

ственно зависят от направления —~A,A,,, и меняют знак с изме- 
нением этого направления на обратное.



2. Если звенья Al, направленной ломаной проектировать Ha 

ось Оу, то получим криволинейный интеграл второго рода от 

функции f(x,y,z) по -АВ (no у: 

п-| 

[ f(x, y,z) dy = lim LS бук) AVE. 

-AB k= 

3. Если звенья АЙ. направленной ломаной проектировать на 

ось Oz, то получим криволинейный интеграл второго рода от 

функции /(х,у,:) по ЗАВ (по 2): 

n-l 

[ fx, y,z) dz = Ит У Ли, Ук, к) AZ . 
_AB 490 40 

4. Если на кривой -АВ определены три функции P(x, y,Z), 

O(x,y,z), R(x,y,z) иесли существуют интегралы | P(x,y,z)dx, 
_AB 

[ O(x, y,z) ау, J Re, y,z)dz, то их сумму называют криволи- 
. АВ _AB 

нейным интегралом второго рода (“общего вида”) и полагают 

[ P(x,y,z) ах + O(x, у, ) dy + R(x, y,z) dz = 
-AB 

= | P(x,y,z)dx+ [O(x,y,z)dy+ | R(x,y,2z) dz. 
-AB -AB - АВ 

Здесь также изменение направления интегрирования меняет знак 
интеграла. 

2°. Существование и вычисление криволинейного интеграла BTO- 
рого рода. 

Теорема. 
1. Пусть кривая -АВ задана параметрическими уравнениями 

x =(f), 

sy=wi(), 
yew где @(t), w(t), @(t) — Функции, заданные и непре- 

|< = a(t), 

рывные на промежутке [a,b]. Кроме того, у функции (tf) Ha 

[a,b] существует непрерывная производная Q(t). Пусть 
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(Ф (а), y(a),m(a))=A, (~(5), y(b),@(b))= В, причем A # B, т.е. 
кривая ~AB — незамкнутая. Пусть точки (Ф (1), y(t), 6 (10)) следуют 

друг за другом на ~AB именно в том порядке, в каком соответ- 

ствуюши: значения f следуют друг за другом на [a,b]. 

2. Пусть функция f(x, у,г) , заданная Ha AB, непрерывна там. 

Тогда J = | У (x,y,z) ах существует и выражается обыкновен- 
_AB 

ным определенным интегралом по формуле 

b 

[ fx, у, =) dx = | Л(Ф@),ч@), о (0). $’ dt. (1) 
~AB a 

Замечания. 

b 
1. Интеграл Г, = | f( (1), w(t), в (1))- $'’(#) 4 существует, ибо 

а 

подынтегральная функция в нем непрерывна Ha fa, db]. 

2. Нижний предел в J, должен отвечать началу пути интегри- 

рования в ра верхний предел — концу пути интегрирования. 

№ Составим интегральную сумму с для Г. Для этого надо 

разбить ~AB точками A; (x,,¥,,2%,) на частичные дуги -—А Акт, 

К =0, 1,2,....п-1 (4 =A, A, =В). Такое разбиение можно 

осуществить, если разбить промежуток [a,b] произвольным обра- 

30M $$ точками Q=fh <i <b <...<t, =Ь и ПОЛОЖИТЬ 

Ax (@ (ty), у), о (1,)), К=0,1,2,....п. Затем на каждой дуге 

_И, А, надо взять произвольную точку (хх, Ух,<^). Это можно 

сделать так: на каждом частичном промежутке [f,,f,,)] взять 

произвольную точку 0, и положить х, =ф(6,), у, = W(O,), 

<; = @(8,). Тогда получим 
п-1 

с = 2S Xk Yas) ea —-X,)= 

n-| 

= У /(Ф(6,), (Ox), © (0,)) (9 fea) — 9(Q)). 
k=0 

По формуле Лагранжа 9 (t4)- 9G) = OUR) (ии -1), где 
1-1 

т Е[№,14.1]. Поэтому o= ZS( Cx), ¥Ox),@ Cx)" )A ty. 
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Видим, что эта сумма похожа на интегральную сумму Римана для 

определенного интеграла /, , но таковой не является, ибо, вообще 

говоря, 8, # T,. 

п- 
и Составим сумму с. = У, f(@(t,), w(t,),@(t%))-O(t,)At,. Это 

k=0 
уже настоящая интегральная сумма Римана для Г... Было отмече- 

но выше, что интеграл /, существует, и потому св. > Г. при 

А. > 0 (A, = max {A t,}). Отметим, что A> 0, если A, > 0. 
= .П- 

Рассмотрим очевидное равенство 

6=0,+(0-0,). (2) 

Из (2) видим, что теорема будет доказана, если показать, что 

lim (© -с.) =0. 
А. >0 
(A—0) 

Имеем 

п-| 

5-6. = У [1 (Ф(@,), 4 (6), (6, )) - (фур, (<, )) P(t JA. 
k=0 

По условию 9’(t) е C((a,b]) = (ft) — ограниченная в [a,b], T. e. 

существует число М >0, такое, что |’(1)] < М для всех t e[a, b]. 
Поэтому 

n-| 

|o-«,| <M У (0%), y(8,), (@,))- Л(Ф (+), W(t), (T))} "АЦ. 

Функция /(ф (г), y(t), (1) е C((a, b]) как суперпозиция непрерыв- 

ных функций => /(Ф(1),у(@,0(1)) — равномерно непрерывная 
в [a,b]. Значит, всякому &>0 (сколь угодно малому) отвечает 

5 > 0, такое, что для любых двух точек Г’ и Г” из [a,b] , для которых 

|" - [<5, будет 

(90), W), 007°) - (90), WO), 0 0) <=. 
Возьмем дробление промежутка [a,b] на части [f, ,f,,,] любым, HO 

таким, чтобы было A, <6.Унас 0, ит, Е [11,.1]. Следовательно, 

[9-ти < ии -и SA. <5, длялюбого К = 0,1,2,...,п-1.А тогда 

для любого k =0,1,2,.... п-1 будем иметь 
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IF (9 x), vx), @ (8,)) — F (0 (к), ук), (1+) <=. 
п-1 

Следовательно, [с-5с.| < МУ=-А = 
k=0 

=> |с-с.| <=. М-(-а). (3) 

Отметим, что число $: M(b—a) сколь угодно мало вместе с =. Так 
как для достижения неравенства (3) потребовалось лишь, чтобы 

было Л, <6, то заключаем, что jim (с-0.) =0, а значит, 
— 

ит(с-о.) =0. 4 
A-0 

Частные случаи. 
ДУ 1. 1) Пусть кривая АВ 

В плоская, заданная явным урав- 

нением у=ф(х), где функция 

| (x), определенная и непре- 

| рывная на промежутке [a,b], 

| 
| 

А причем а — абсцисса точки A, 

| ых а р — абсцисса точки В. 
О а b 2) Пусть функция f(x,y) 

определена и непрерывна на 
Рис. 9.7. К. частному случаю | кривой _АВ. 

Тогда |/(х,у) 4х существует, и 
AB 

b 
AY [ fy) de = [ f(x, ода. 

B -AB a 

П. Пусть -AB — прямолинейный oTpe- 
зок, расположенный в плоскости Оху 

A и перпендикулярный к оси Ox. Тогда 

х  |f(x,y)dx существует для любой функ- 
д — _AB 

ции f(x,y), определенной на _АВ, при- 
Рис. 9.8. К частному 

случаю IT чем | f(x,y) dx =0. 
-AB 

3°. Механический смысл криволинейного интеграла второго рода. 
Механический смысл криволинейного интеграла второго рода 

вытекает из решения следующей задачи. 

84



Задача. Материальная точка пе- А 2 

ремещается по кривой _АВ из точ- ЕбьУь2ь) В 
ки А в точку В под действием пере- 
менной по величине и направлению 

силы F(x, y,z). Требуется найти ра- 

боту силы F на криволинейном 
пути -АВ. — 

» Разбиваем путь -АВ Ha столь 

малые части ~A,A,4,, чтобы каж- “x 

дую такую часть можно было счи- 
тать приближенно прямолинейной, 

а силу F(x,y,z), в пределах этой 
части, считать приближенно постоянной по величине и направ- 

лению. Тогда работа силы Е(х, y,Z) на элементарном участке 

АА приближенно будет равна Р(х,,у,,5,)-АЁ. Ho 

Рис. 9.9. K решению 

задачи 

F (Xp Ук, 2) = F(X, 5VusZ) i + Fy (Xs Ук») d+ Е (ХУ). ks 

Al, =Ax, i+ Ду, frazy -k. 

Поэтому 

Ре Fs%) Bly = РЖ, А Xp + 
+ РУ, )ДУк + (Xe ser ZA Ze - 

Следовательно, работа силы F Ha всем пути AB приближенно 
будет равна 

п-| 

У (Fees eA Xp + Fy (Xp sZeAVe + Е (Хь, Ук, ZA zx). (4) 
k=0 

Предел суммы (4) при A >> 0 будет давать точное значение работы 

силы А(х,у,г) на пути AB. А этим пределом является 

| F(x, y,2) dx + F(x, уд dy + F,(x,y,2) dz, 
_AB 

Таким образом, всякий криволинейный интеграл второго рода 

[ P(x, у, 2) ах + О(х, у, =) dy + R(x, y, 2) dz 
- АВ 

можно истолковать как работу, которую производит сила с проек- 

циями Р, О, К наоси Ox, Оу, Oz соответственно, по перемеще- 

нию материальной точки по пути -_АВ’ из точки А в точку В. 
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Примеры на вычисление криволинейных интегралов второго рода. 

1. Вычислить T= [(x+y)dx+2zdy+xydz, где АВ — ли- 
UAB 

x= f, 

— 42 
ния, заданная уравнениями 1У=Г, причем точка A соответ- 

ствует значению параметра ¢ = 1, аточка В — значению парамет- 

pa f=2. 

35.4 2 2 2 

> T= [(t+r)dt+ [2G-1)-2rdt+ [P-(-dt) = = 
1 1 1 

2. Вычислить | = [© + у?) 4х + (х? - у?) ау, где (1 — кри- 

(/) 

вая, заданная уравнением y =1 || — x], x €[0, 2]. Интегрирова- 

ние вдоль (/) ведется в направлении, соответствующем возраста- 
нию параметра. 

Ау > Имеем: 

14----; (hy) y=1-(l-x) => у=х, xe [0,1]; 

у=1+(-х) => y=2-x, хеП, 2]; 

х M=G)UGQ), где @): у=х, 

хЕ [0,1], (р): у=2-х, xe[l, 2]. 

f=1,+1,, где 

1 2 

Рис. 9.10. К примеру 2 

T= [ух фу) ау, Г. = [x +y’)dx+(x’-y’)dy. 
(/,) (/2) 

На (1): y=x, dy=dx, x e[0, |]. Поэтому 
| 

2 2 Г = [ (x? +х2) +0. Ж==х J (xt + xi) dx x 3* I, 3 

Ha (lp): у=2-х, xef[l, 2]; dy =-ах. Поэтому 

"2 = 5. 
2 2 

I, = [[P? + @-? 7 + Q-x) Jae = 2[ Q-0'de =- 0-5 
| | |



Следовательно, | = 5. 4 

ух“ y) AY ‚ где (Г) — окружность 
x+y 

3. Вычислить J = | 

(7) 

x? + у? =a’, пробегаемая против хода стрелки часов. 
} Перейдем к параметрическому заданию кривой (/). Положим 

dx =-asint dt, x =acost, 
re[0,en], = dy =acost dt. y =asint, 

21 2 ® e 2 . 2х 

_а osf+sinf)sint—@ osf-—Sl os f p= [-9 © о SIN COS! Г т. 4 
0 а 0 

4. Вычислить Г = | arctg > dy —dx, где ОтА — отрезок па- 
OmAnO x 

раболы у = x? ОпПА— отрезок прямой у=х. 

> = п +1, де = | ,h= | 
~OmA ~AnO 

~OmA: у=х?, хе[0, |], dy = 2x dx. Поэтому 

и = атс x du = | I, = | arctg x - 2x dx - dx = l¢xe |= 
0 |2хах = 4» vax? | 

?aretgx|' - [ax |-1 = - far + | _1=2. -2 = arctg x} - -|=—- + -[=2-—-Z, 

0 yl +x? 4 0 7 1 +x? 4 

~AnO: у=х, х изменяется OT 1 до 0; hy 

dy = dx. Поэтому р 

I, = | (arctg — 1) dx i(2 1] 1-7 ый 7 = | (are - = || —- =|]-—, — 2=) 8 4 4 — N= x? 
Mm | x 

Значит, 6 ‘ > 

Tt nm) 7 
7-21 -1)+ [1-1 -1-1.4 Рис. 9.11. К. примеру 4 

87



5. Вычислить I = [(y? - 27) dx +(z7 -х?) dy +(x? - y*)dz, где 
(/) 

(Г) — контур, ограничивающий часть сферы x? + y?2 +z? =1, 
x20, у>0, z2>0, пробегаемый так, 

AZ (1 что внешняя сторона этой поверхности 
] остается слева. 

(13) = +1. +В, 

где п= |; Г. = Г; 3 = Г. 

у (и) (/2) (/;) 

| 
x7 | (1) (1): x? +y? = 1 (1-я четверть), 

(/,): 2+2 =| (1-я четверть), 
Рис. 9.12. К. примеру 5 5 5 

(3): 2° +x* =1 (1-я четверть). 

Контур (1) расположен в плоскости Oxy. Следовательно, Ha 

(1): <=0; dz =0. Поэтому 
0 | 

п = [4х - ху = [ (1-2?) de - [@-у?)4 = 
(A) 0 

_ =| 

х3 уз у 

-[=-5 “Poa = 
х=1 у=0 

Контур (6) расположен в плоскости Оу. Следовательно, на 

(5): x=0, dx =(Q. 

0 | 

Iy = [22 - уз =f (l-y*)dy- [I-22 de =- 5, 
(h) 0 3 

Контур (/;) расположен в плоскости Охг. Следовательно, Ha 

(4): у=0, dy=0. 
0 | 4 

I, = | x?dz - 27dx = fa -2z°)dz-[(I — x) dx = -3. 

(/3) | 0 

Таким образом, получаем / = “3.3 =-4.4



§3. Криволинейные интегралы второго рода 
по замкнутым плоским кривым. Формула Грина 

1°. Станем рассматривать криволинейные интегралы второго 
рода вида 

J P(x, y) dx + O(x, у) dy, (1) 
(К) 

где (К) — замкнутый самонепересекающийся контур, располо- 
женный в плоскости Oxy. Если на контуре (К) выбрать какое- 
нибудь направление интегрирования, то оказывается безразлич- 
ным, какую точку на (K) взять за начало (а значит, и конец) пути 
интегрирования. В самом деле, пусть Аи В — любые две различные 
точки на (К). Имеем 

| Рё + Ody = [ Pdx+Qdy+ | Pdx+Qdy = 
~AIB ~BILA 

| Pdx+Qdy+ | Pdx+Qdy= { Pdx+Qdy. 
~BILA ~AIB ~ BB 

Замечание. Особенность об- 
суждаемого случая заключается Az 
в TOM, ЧТО указание начальной 
и (совпадающей с ней) конеч- 
ной точки на этот раз не опре- у 

деляет направления интегриро- О т > 
вания Ha (K). Конечно, можно 
было бы в каждом случае ука- В 
зывать особо, какое именно на- x A (K) 
правление имеется в виду. Ho I 
обычно поступают иначе, a 
именно: из двух возможных на- 
правлений одно принимается за 
положительное, другое — за от- 
рицательное. 

Условимся за положительное направление обхода контура (K) 
принимать такое направление, когда наблюдатель (у которого 
направление от ног к голове совпадает с направлением оси ОФ, 
обходящий контур (К) в этом направлении, оставляет ближай- 
шую к нему часть области, ограниченной (К’) , слева от себя. Это 
соглашение относится к случаю правой системы координат. 

Рис. 9.13. К определению 
положительного обхода 

контура (K)



В дальнейшем интеграл (1), взятый по (К) в положительном 

направлении, будем обозначать символом ф P(x, у) dx + О(х, у) dy. 
(K) 

2°. Формула Грина. 

I. Пусть (р) — область, ограниченная замкнутым контуром 

(К). Пусть (К) состоит из отрезков прямых х=а, х=Ь (a<b) 

и из кривых, заданных уравнениями y=Q(x), хе[а,Ё]; 

у=у (Хх), хе[а, 6]. Предполагается, что p(x) и w(x) непрерыв- 

AY =) ны Ha [а,6] и такие, что 

А’ 

B’ 

p(x) < w(x), xela,b]. Такую 

область (D) будем называть 06- 

ластью muna I. Пусть в (D) за- 
В дана непрерывная функция 

P(x,y), имеющая в (р) не- 

>  прерывную частную производ- 

oP . os 
Рис. 9.14. К. выводу формулы ную ay . Рассмотрим двойной 

Грина 
интеграл 

T= [5 dxay, 
(Dy? 

Мы знаем, что этот двойной интеграл выражается через повтор- 
ный интеграл следующим образом: 

ь  у=у(х) ЭР 

Г = | dx yy = 1=] Ре Pee | = 
а у=Ф(х) 

y=9(x) 

= ИР. y(x))- P(x,@ (x))| dx = f P(x, y(x)) dx - | P(x, @ (x)) dx 
а а а 

Но 

b 

JP w@))de= J Руд =- | P(x y) dr, 
a ~A'B’ ~ B’A’



0 

[| Р(х,ф(х)) 4х = | P(x,y) dx. 
а ~AB 

Поэтому J =- | P(x,y)dx—- | P(x,y) dx. Tax как [| P(x, y) dx = 0 
~ B’A’ ~AB — BB’ 

и | P(x,y)dx =0, To можем написать 
~A’A 

Г=- | Pdx- |[Рк- | Pdx- [ Pdx =- ¢ P(x,y) dx. 
~AB ~ BB’ ~ B’A’ ~A’A (^) 

Таким образом, получили 

[J аку = - § P(x») к. (2) 
(р) (К) 

Замечание. Формула (2) установлена для области типа I, но 
она верна и тогда, когда область (2) прямыми, параллельными 
оси Оу, может быть разложена на конечное число областей типа | 
(рис. 9.15). 

В самом деле, для каждой области типа I, на которые разложе- 
на область (р), пишем формулу (2), а затем складываем соответ- 
ствующие части полученных соотношений. Так как криволиней- 

ные интегралы по вспомогательным прямым линиям равны нулю, 
то получим формулу (2), в которой (р) — вся область, а (К) — 
контур всей этой области. 

П. Пусть (р) — область, ограниченная замкнутым контуром 

(К), и пусть теперь (К) состоит из отрезков прямых Y=C, 
у=а (с<а) и из кривых, заданных уравнениями х=оа(у), 

Ay 
У 

Ги А’ _ В” 

< x=B(y) 

x=0(y) (D) 

A ~ 

x fo ——— 
Рис. 9.15. К выводу Рис. 9.16. К выводу 

формулы Грина формулы Грина 
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x=B(y), где a(y) и B(y) — функции, непрерывные Ha [c,d] и 

такие, что a(y) <В(у), уЕ[с,4а] (рис. 9.16). Такую область (2) 
будем называть областью типа Ц. 

Пусть в (О) задана непрерывная функция Q(x, у), имеющая 

dQ 
B (D) непрерывную частную производную 5х. Рассмотрим двой- 

x 
ной интеграл 

Г = [= 90 dxdy , 

6,9 

Мы знаем, что этот интеграл выражается через повторный интег- 
рал следующим образом: 

а х=В(у) до а x=B(y) 

= [ Sax = T= floc, yh?) = 
c  х=о(у) с 

а d 

= [0(80),у) dy - f O(a(y),) dy 
с 

Но 

O(B(y),y)dy = |0(%,у)4; 
~ BB’ 

d 

J Q(ay), y)d = Js O(x,y)dy =- JO(x,y) dy. 
с ~A'A 

Поэтому Г= [Q(x,y)dy+ [Q(x,y)dy. Tax как | Q(x, y) dy =0 
_ ВВ’ LA AB 

[0 у) ау = 0, то можем написать 
~ B’A’ 

I = [O(x,y)dy + [O(x,y)dy+ [O(x,y)dy+ [Q(x,y) dy = 
~AB ~ BB’ ~ BA’ ~A’A 

= $ O(x, у) dy. 
(K) 

Таким образом, получили 

= 90 у = ФО(х, у) dy. (3) 
(> 9х (К) 
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Замечание. Формула (3) верна и тогда, когда область (р) 
прямыми, параллельными оси Ох, разлагается на конечное число 
областей типа II. Это устанавливается совершенно аналогично 
тому, как это сделано в предыдущем замечании. 

Пусть область (2) такая, что она прямыми линиями, парал- 
лельными оси Оу, разлагается на конечное число областей типа I, 

а прямыми, параллельными оси Ох — на конечное число облас- 

тей типа II. Пусть в (D) заданы функции P(x,y), О(х,у), 
oP dQ 

непрерывные там вместе с частными производными ду и... 

Тогда верны одновременно формулы (2) и (3). Вычитая из форму- 

лы (3) соответствующие части формулы (2), получим 

$ Р(х, у) dx + Q(x, у) dy = || [22 - | dxdy . (4) 
(K) (D) 

(4) — формула Грина. Она преобразует криволинейный интеграл 
второго рода по замкнутому самонепересекающемуся контуру 
в двойной интеграл по области, ограниченной этим контуром. 

Определение. 
1. Область, ограниченная одним замкнутым самонепересека- 

ющимся контуром, называется односвязной. 
2. Область, ограниченная замкнутым самонепересекающимся 

контуром (А!) и (п-1) замкнутыми самонепересекающимися 

контурами (K,), (K3), , (X,,), лежащими внутри (K,) и вне 

друг друга, называется 77 -CBA3HOH. 
Теорема. Формула Грина 

dQ OP 
P(x, у) ах + Q(x, у) dy = (22 _ a dxdy 5 

$ Л ox oy (5) 

верна и для многосвязной области, если под контуром (К) 
понимать объединение всех контуров (K,), (K>), °°, (K,), 
ограничивающих область (р), причем направление интегрирова- 
ния Такое, что наблюдатель, обходящий контур (К) в этом 
направлении, оставляет ближайшую к нему часть области, огра- 
ниченной (К), слева от себя (система координат предполагается 
правой). 

№» Рассмотрим для простоты трехсвязную область (D) (см. 

рис. 9.17). Возьмем на (K,) точки A; и Ви; на (Ky) — точки A, 
и В,; на (K3) — точки A; и В. Проведем линии: ~A,A,; ~B,A; ; 
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(К) 

Односвязная область 

Рис. 9.17. К. выводу формулы Грина 
для многосвязных областей 

~ B;B, . Тогда область (р) разобьется на две односвязные области. 
Написав формулу Грина для каждой из этих двух односвязных 
областей и сложив результаты, мы получим формулу (5). (По 
каждой вспомогательной кривой ~A,A,, —~B,A,, В.В, интегри- 
рование ведется дважды в двух противоположных направлениях. 
Следовательно, криволинейные интегралы по вспомогательным 
кривым взаимно уничтожаются.) 

$4. Вопрос о независимости криволинейного интеграла 
второго рода от пути интегрирования 

Пусть (р) — область, ограниченная одним замкнутым само- 
непересекающимся контуром (К) (значит, (2) — односвязная 

область). Пусть в (р) заданы две непрерывные функции P(x, y) 

И О(х,у). 

Будем говорить, что функции P(x,y) и QO(x,y) образуют 

в (2) пару типа “а ”, если криволинейный интеграл второго рода 
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| Pdx+Qay, взятый по незамкнутому пути TAB, целиком 
_AB 

лежащему в (D), не зависит от фор- Ду (K) 

мы пути (а зависит только от концов 
пути). (0) 

Будем говорить, что функции в 

P(x,y) и Q(x,y) образуют в (D) 4 
пару типа “В”, если для любого зам- — > 
кнутого  самонепересекающегося 

интеграла, не зависящего 

в (2) , оказывается: фРах +QOdy=0. от формы пути 
С 

Лемма 1. Если функции Р(х,у) и fy 
О(х,у) образуют в области (D) пару 
типа “а”, то они образуют в (2) (D) 

также и пару типа “В”. < № 

> Пусть P(x,y) и О(х,у) — пара il . 
типа “a” B (р). Возьмем в (D) лю- — 
бой замкнутый самонепересекаю- рис. 9.19. К доказательству 

щийся контур (С). Выберем и закре- леммы | 

пим на (С) любые две точки Ли В. Эти точки разобьют (С) на две 

дуги: —AIB u АПВ. Имеем 

g P d+ Ody = J Pdx+Qdy+ [ Pdx+Qdy = 
~AITB -ВТА 

[ Pdx+Qdy- | Pdx+Qdy. (1) 
АПВ -AIB 

У нас Ри Q— пара типа “a” в (D). Поэтому 

| Pdx+Qdy= | Pdx+Qay. 
- АПВ - АТВ 

А тогда из (1) следует, что $ РАх+Оду =0. Так как (С) — любой 
С 

замкнутый самонепересекающийся контур, лежащий в (D), то 

последнее означает, что P(x, у) и Q(x, у) — паратипа “В ”в (р). 4 
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Лемма 2. Если функции P(x,y) и Q(x,y) образуют в области 

(р) пару типа “В”, то они образуют в (D) также и пару типа “a”. 

№» Пусть P(x,y) и Q(x,y) — пара типа “В” в (р). Возьмем в 

(D) любые две точки А и В и соединим их двумя различными 

линиями: АТВ и АПВ, целиком лежащими в (2). Лемма 2 

будет доказана, если показать, что 

| Pdx+Qdy= | Pdx+Qdy. (2) 
_AIB _AMLB 

Установим соотношение (2) в следующих двух простых случаях. 

1) Линии -АГВ и АПВ не имеют других общих точек, 
кроме точек Аи В (см. рис. 9.20а). В этом случае наши линии 
образуют замкнутый самонепересекающийся контур. Так как фун- 

кции Ри Q— пара типа “В” в (2), то 

[Pdx+Qdy=0 > [Pdx+Qdy+ [Pdx+Qdy=0 = 
-AII BIA -AIIB -BIA 

> | Pdx+Qdy- |[Pdx+Qdy=0 => 
-AlLB -AIB 

| Pdx+Qdy= [ Pdx+Qay, 
-AILB -AIB 

Видим, что соотношение (2) в этом случае установлено. 

2)Линии АТВ и АПВ кроме точек Аи В имеют еще и 
другие общие точки, но существует линия -АШВ, которая 
пересекается с ними только в точках Аи В (см. рис. 9.206). Тогда, 
по доказанному в случае 1), имеем 

У 
A K) 

II 
D 

ИТ 
Ш 

Xx 
=> 

Puc. 9.20a. К доказательству Рис. 9.206. К. доказательству 
леммы 2 леммы 2



| Pdx+Qdy= [Pdx+Qdy, |[Pdx+Qdy= | Pdx+Qay, 
-AIB -АШВ -АНВ -АШВ 

а значит, и 

| Pdx+Qdy= | Pdx+Qay. 
_AIB -АИВ 

Видим, что соотношение (2) установлено и 
в этом случае. 

3) В более сложных случаях утверждение 
леммы 2 принимаем без доказательства. 
Рис. 9.20в — пример как раз того случая, 

который не подходит ни к 1), ник 2). 4 

Следствие. Свойство пар функций иметь 
в области (2) тип “а” равносильно свой- Рис. 9.20в. К лемме 2 
ству иметь тип “В”. 

Теорема. Пусть в односвязной области (О) заданы функции 

P(x,y) и Q(x,y). Пусть P(x,y), Q(x,y) непрерывны в (D) 

dQ 
Ox” 

Тогда: для того, чтобы функции P(x,y) и O(x,y) были парой 

типа “В” (а значит, и парой типа 

“@”) в (р), необходимо и доста- А у 

точно, чтобы всюду в (0) было (К) 

oP 
и имеют там непрерывные частные производные ду И 

oF 90 (D) 
ду ox 7 (Ys) 

» Необходимость. Дано: P(x, y) x 

и QO(x,y) — napa типа “В”в (р). > 

"реб 00 Рис. 9.21. К. доказательству 
ебуется доказать, что — = — peoy Д ду ox теоремы 

всюду в (р). 

Рассуждаем от противного. Допустим, что соотношение 

— -<2 выполняется не всюду в (D). Но тогда в (D) имеется 
у x 

точка Мо(ж, Уз) , такая, что 36 _9Р = 0. Пусть для опреде- 
ox ду ()Mo 
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и5(Мо), такая, что и(Мо)с (О) и чт —-—->0 

в #5 (Мо) (и5(Му) — замкнутый круг радиуса § с центром в точке 

Мо; (Ys) — контур этого круга). Так как (22 -37) е C(us(Mo)), 

то эта разность достигает в Us(M_) своего наименьшего т значе- 

ния. Ясно, что т>0. 
По формуле Грина имеем 

фРА+О4д = 9@_9Р dxdy > т. [| ахау = m-n5* > 0, 
_ ox oy 

(Ys) (&5(Мо)) (и. (Мо)) 

а это невозможно, ибо P(x,y) и O(x,y) — пара типа “В” в (р). 

дР 90 
Таким образом, предположение, что соотношение Fy = Dy ВЫ- 

у ax 
полняется не всюду в (D), приводит к противоречию. 

Достаточность. Дано: 5. = <2 всюду в (D). Требуется дока- 
у x 

3aTb, что функции P(x, у) и О(х,у) образуют в (D) пару типа “В”. 

Возьмем любой замкнутый самонепересекающийся контур 

(С), целиком лежащий в (р) (см. рис. 9.22). Пусть (А) — область, 

ограниченная контуром (С). По формуле Грина имеем 

§ Pd+ Ody = Kes) dxdy =0 = 
(4)\ 4 

=0 в в (A) 

= $¢Pdx+Qdy =0 = функции P(x,y) и О(х,у) — паратипа “В” 
С 

в (2). 4



Рис. 9.22. К доказательству Рис. 9.23. К замечанию 

теоремы 

Замечание. Важно подчеркнуть, что доказанное утверждение 
верно при условии, что область (р) — односвязная. 

Действительно, если бы область (р) была, например, двусвяз- 

ной с внешним контуром (K,) и внутренним контуром (А>) 
(см. рис. 9.23), то для контура (С), охватывающего контур (K>), 
мы имели бы 

[Р%+0%+ J Pac+Ody= [[(92-9% а =0, 
(С), обл. слева (K,),06n.cnepa (A) 

OC о 

ибо 5 =0 всюду в (2), а значит, ив (A) ((A) — область, 

ограниченная контурами (С) и (К.)). Значит, 

[Pade+Ody+ [Pd&k+Qdy=0 = 
(С) © (K,)O 

=~» |[Pdx+Qdy- |Pdk+Qdy=0 = 
(С) О (К›) С 

> | Pade+Qdy= [Р%+04 (#0, вообще говоря). 

(С) С (К) С 
Значит, P(x,y) и О(х, у) не есть пара типа “В” в (р). 

Пример. Пусть P(x,y) = ms 5, Ox,y)=- — 5. Эти 
x*+y x+y 

функции определены и непрерывны Ha плоскости Oxy всюду, за 

исключением точки О(0, 0).



Рис. 9.25. К примеру 

ЭР х-у д 2 -у? 90 ЭР =-^ 50 = =. 7 _ 90 _ oP всюду 
ду (х’+у’)’ Ox (x*+y*) дх ду 

на плоскости Oxy, кроме точки 0(0,0). Значит, для любого 

замкнутого самонепересекающегося контура (С), не охватываю- 

щего начала координат, будет 

так как P(x,y) и О(х‚,у) — пара типа “В ” в области (D) , ограни- 

ченной контуром (К) (см. рис. 9.24). 

Пусть (С) — окружность радиуса К с центром в точке O(0, 0). 

dy . Параметрическими уравнениями (С) Вычислим J = ф 5. 
< x+y 

будут 

x = Roeost, 

te[0, 2x]. 

у = Rsint, 

А тогда 

2 02.2 22 
r= | R* sin’ t— А" cos‘ ЕЁ 

2n 

a dt =-|dt=-2n (#0). 
0 0 

P(x,y) и Q(x, y) вобласти (D,), ограниченной контуром (Kj), не 

есть пара типа “В ”, ибо нарушена непрерывность в точке O(0, 0), 

расположенной внутри контура (K,). Если же выключить точку 
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O(0, 0), окружив ее контуром (K>) (см. рис. 9.25), то условие He- 

прерывности в области (D,), ограниченной контурами (K,) и 

(К›), будет иметь место, но нарушится односвязность. 

Дополнение. Пусть выполнены все условия теоремы, а значит, 

| P(x, у) dx + Q(x, у) dy по любому незамкнутому пути _АВ, це- 
_ АВ 

ликом лежащему в (2), не зависит от формы пути, а зависит 

только от концов пути. Пусть функция и(х,у) определена в (р) 

и такая, что 

P(x, у) dx + Q(x, у) dy = du (x, y) 

(т.е. выражение Pdx+Qdy является полным дифференциалом 

функции и(х,у)). Тогда 

| P(x, y) dx + O(x, у) dy = и(хв,Ув)- и(хл»Уд) 
~AB 

(здесь х„‚у„ — координаты точки A, a Xp, ув — координаты точки В). 

» По условию, P(x, у) dx + О(х, у) dy = аи(х, у). Это значит, что 

P(x, y) = mney) Q(x, y) = nee 

Следовательно, 

1 = J P(x,y)de+O(x,y)dy = | AEM gy MON gy, 
ox oy 

~AB ~AB 

Для вычисления интеграла / введем параметрические уравнения 

х=ф(1, 

у =\(0, 

t= р отвечает точка A, а значению { =а отвечает точка В. Будем 

иметь тогда 

-АВ. Пусть они такие: te[p,g], причем значению 

ди (Ф (1), w(t) , 
+ у -w'(t) 14. 

4 Е , 

= |7 > YO) к 
р 

Заметив это, рассмотрим функцию f(t) = и ($ (1), \(1)). По правилу 

дифференцирования сложной функции, имеем 
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au (9, au (9, 
f= OOO) 9g MEOW) oo, 

Следовательно, предыдущее выражение для / принимает вид 

9 

Г= | f'()dt = Ла) - Г(р). 
р 

Но f(g) =и(®(а), %(а)) = и(хв,Ув); Л(р) =и(Ф(р),ч(р)) = и (худ) 

(у нас ф(р) =хл, у(р) =ул, Ф(а) = хв, (9) = Ув). Поэтому 

Г=и(хв,Ув)-и(хд,Ул). 4 

Таким образом, для вычисления интеграла | Pdx+Qdy нуж- 
~AB 

но найти функцию U(xX,y), первообразную для дифференциала 

P dx +Q dy, и составить разность значений этой первообразной в 

конце и в начале пути интегрирования. Ясно, что это — аналог 
формулы Ньютона — Лейбница. 

Примеры к $4. 

1. Вычислить I= |(х-у) (4-4), где AB — любая кри- 
ив 

вая, соединяющая точки A(l,-1) и В.П. 

Решение. В этом случае P(x,y)=x-y; О(х,у)=у-х = 

— = — =-| на всей плоскости. Следовательно, в любой одно- 

связной области, расположенной в плоскости Оху, подынтеграль- 
ное выражение является полным дифференциалом некоторой 

функции и(х,у). Так как 

(x= y) (de - dy) = (e-y)-dxe-y) = 5 a((x-y), 
| 

то такой функцией и(х,у) будет и (х, у) = 5 (х- у)? . Поэтому 

Г 
7-7)" 
2. 
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2. Вычислить | = [2 + 4p’) de + (6x7y? —Sy*) dy, где АВ — 
—AB 

любая кривая, соединяющая точки A(-2,-1) и B(3, 0). 

Решение. Здесь Р(х,у)=х*+4хуз; О(х,у) =6x’y*-S5y* => 

>" <e =12ху? на всей плоскости Оху. Следовательно, / не 

зависит от формы пути интегриро- А у 
вания, соединяющего точки Аи В. 
А раз так, то возьмем, напримеррв —2 В > 
качестве пути АВ ломаную ' 3} 
AC UCB (см. рис. 9.26). Тогда 4 — °С 

[T= | = |+ | (= 1, + J). 

~AB JAC WCB Рис. 9.26. К примеру 2 

Имеем 

_-2<х< 
AC =| 25x53 1-0. 

y=-l 
Поэтому } 

х5 
Г = = ~ 4x) dx +0=|^_-2 = 45, ео. (Fae _ -2 

Имеем 

3 _CB=) * > dx=0 
-Ilsys0 

Поэтому 

ь= | = [6472-57 ду = 085? -y = 
~CB -1 

Следовательно, / = 45 +17 = 62. 

2 
3. Вычислить Г= | 1-2 cos +(sin2 + Leos “Jay, 2 

—AB x 

где -AB — любая кривая, соединяющая точки A(l1, x) и B(2, п) и 

не пересекающая ось Оу. 
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Решение. Здесь 

2 
P(x, у) =1 ~~ cos ; O(x, у) = sin +2 cos>: 

x x x x x 

2 
998 Veo + sind, х=0. 
ду ox х x x x 

Ay Видим, что P(x,y), O(x,y), —, — on- 

пу ] ределены и непрерывны на всей плоскости 

Oxy, кроме точек, лежащих на оси Оу, и что 

oP _ 90 для х*0. Следовательно, / не 
ду ox 

зависит от формы пути _АВ. Требуется толь- 

| 

| 

| 

| 
5 — KO, чтобы AB He пересекала ось Оу. А раз 

| 

| 

1 
x 

так, TO возьмем, например, в качестве _AB 
Рис. 9.27. прямолинейный отрезок, соединяющий точ- 

К примеру 3 ки Аи В (см. рис. 9.27). Так как 

< 

са? = dy=0, 
yen 

то будем иметь 

2 2 x=2 

Г= | 1-2 со +0 = x+nsin— =l+nz. 
хх ХЛ, 

$5. Площадь плоской фигуры в криволинейных 
координатах 

Г. Вычисление площади плоской фигуры при помощи криволи- 
нейного интеграла второго рода. 

Пусть (К) — простой, замкнутый самонепересекающийся кон- 
тур, ограничивающий область (р). 

1) Пусть область (р) такая, что прямыми, параллельными оси 

Оу, она может быть разложена на конечное число областей типа [. 

Рассмотрим криволинейный интеграл ф уах (это — частный 
(KY 
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случай интеграла ¢ Pdx+Qdy, когда Р=у, а Q=0). Преобра- 
(К) 

aya $y dx по формуле Грина, получим $y dx = - || ахау =-Е; > 
(К) (К) (D) 

Е =- $y dx. (1) 
(К) 

2) Пусть теперь область (0) такая, что прямыми, параллельны- 

ми оси Ох, ее можно разложить на конечное число областей типа П. 

Рассмотрим криволинейный интеграл px dy (это — частный слу- 

(К) 

чай интеграла фР dx+Qdy, когда Р=0, Q=x). Преобразуя 
(К) 

фх dy по формуле Грина, получим фхау = || ау =Е; = 
(К) (К) (5) 

Е; = уха. (2) 

3) Пусть, наконец, область (D) такая, что прямыми, парал- 
лельными оси Оу, она может быть разложена на конечное число 
областей типа 1, а прямыми, параллельными оси Ох, — на 
конечное число областей типа П. Тогда будут верны одновре- 
менно формулы (1) и (2). Сложив соответствующие части этих 
формул, получим 

| 
2Е; = $xdy-ydx = Fy = $x dy —y dx, (3) 

(К) (K) 

2°. Формула для площади плоской фигуры в криволинейных 

координатах. 
Пусть в плоскостях Oxy и ОБТ расположены области (р) и 

(A) с простыми контурами (Kp) и (K,). Если дано правило, 

которое каждой точке (€,n) из (А) сопоставляет одну и только 

одну точку (x,y) из (р), причем каждая точка (x,y) из (О) 

оказывается сопоставленной одной и только одной точке из (A), 

то говорят, что между точками областей (р) и (А) установлено 
взаимно-однозначное соответствие. 
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АУ An 

(Kp) х Ba 
> > 

O a) O 6) 

Рис. 9.28. К. выводу формулы для площади 

в криволинейных координатах 

Если (E,n) и (x,y) есть взаимно-соответствующие точки, TO 

x= x(§, nN), 

4 

у = y(n). © 
Уравнения (4) есть уравнения преобразования (A) в (р). В силу 
взаимной однозначности соответствия между точками областей 
(р) и (A), система (4) однозначно разрешима относительно & и 
п. Поэтому 

6 = E(x, У), 

5 
п = n(x, у). м 

Впредь функции x(E,n), y(E,n) будем считать непрерывными 

в (A), афункции E(x,y), n(x, у) — непрерывными в (р). Пока- 

жем, что тогда непрерывные кривые, лежащие, например, в 

(A) , преобразуются в непрерывные кривые, лежащие в (р). 

В самом деле, пусть (A) — непрерывная кривая, лежащая в 

6 = a(n), Ее 

|=В (1), 
a(t), В(1) — функции, определенные и непрерывные в проме- 

(А), и пусть ее параметрические уравнения такие: 

жутке [p,g]. Тогда точки, соответствующие точкам кривой (A), 

имеют координаты: 

x = x(a(t),B (2), 

(6) 
у = y(a(t),B (@)). 

106



Tak как правые части в уравнениях (6) есть функции непрерывные 

в промежутке [р,а], как суперпозиции непрерывных функций, TO 

заключаем, что непрерывная кривая (A) преобразуется в непре- 

рывную же кривую (/), лежащую в области (р). 

Задача. Зная область (A) и формулы преобразования области 

x = x(E,n), 

y=y(En), 

}»> Решать эту задачу будем при следующих предположениях. 

1) Обе области (А) и (2) прямыми, параллельными коорди- 

натным осям, разлагаются на конечное число областей Kak типа I, 
так и типа П. 

2) Контуру (K,) соответствует контур (Kp), причем положи- 
тельному обходу (K,) соответствует определенный (положитель- 
ный или отрицательный) обход (Kp). 

3) Функции x(E,n) и У(Ё,т) имеют в (А) непрерывные част- 

ные производные первого порядка ХЕ, Хт, УЕ» Уп › а одна из этих 

функций имеет в (А) непрерывные смешанные производные 

второго порядка. Пусть, например, в (А) существуют и непре- 

рывны yz, и Yor (=> Yat = У B (А)). 

(А) в область (р): найти площадь Ру области (р). 

ХЕ Xx, _ 
4) Определитель J(E,n) = yy 1 всюду в (А) сохраняет знак 

n 

(J(E,n) — определитель Якоби, или якобиан). 

Решение. Мы знаем, что Ру = фхау. Выразим этот криволи- 
(Кр) 

нейный интеграл через обыкновенный определенный интеграл. 

6 = (1), 
n=B(), 

te[p,q], rae a(t), B(t) — функции, определенные Ha [p,q] и 

имеющие там непрерывные производные @’(f) , B’(t) . Тогда пара- 

Пусть параметрические уравнения контура (K,) такие: 

метрические уравнения контура (Kp) будут такими: 

[x = х(а(1),В (2), 
te[p,q]. 

у = y(a(r),B (9), 
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Пусть для определенности изменению Рот р до а соответствует 

положительный обход контура (Кр). Тогда 

q 

Fs = | х(о(1),В (9)-[yz(a(9,B (9) 0’) + уз (0,8 (4) BO] dt. (7) 
P 

Рассмотрим теперь следующий криволинейный интеграл второго 
рода по контуру (K,): 

[= $x(&,n)-[ye(6,n) ab + уз (6,0) а]. (8) 
(К) 

Чтобы выразить / обыкновенным определенным интегралом, нуж- 
но использовать параметрические уравнения контура (K,). Сде- 
лав это, мы придем в точности к интегралу, стоящему в правой 
части (7), если только положительный обход контура (Кр) соот- 
ветствует положительному обходу контура (K,). Если же поло- 
жительный обход контура (Кр) соответствует отрицательному 
обходу контура (K,), то мы получим интеграл, стоящий в правой 
части (7), взятый со знаком “минус”. Таким образом, 

Е ==Г. (9) 

Преобразуем интеграл / (см. (8)) по формуле Грина 

§ PE, nd + OE,n) = Рава, 
(Ка) (4) 

У нас в Г: P=x(&,n)-y¥e(6,n), Q=x(E,n)-y, (6, 0). Значит, 
90 / / ” 
— Е Xe Vy tx-y 
9 5 n 15 9 ОР , , , / 

ор , ~ SE ap RIE N. 

Поэтому 

T= || (4 -ун- хи ve) dean = [| ЛЕ, т) ва. 
(A) (А) 

А следовательно, 

р = || ЛЕТ) а. 
(А) 

У нас по условию J(E,n) всюду в (А) сохраняет знак. Поэтому, 

принимая во внимание, что Е; > 0, можем написать 
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Fs = [||]. 4 (10) 
(4) 

Из рассуждений, проведенных выше, следует, что J(E,n) > 0 
тогда, когда положительный обход контура (Kp) соответствует 
положительному обходу контура (K,) и что J(E,n) <0 тогда, 
когда положительный обход контура (Ар) соответствует отрица- 
тельному обходу контура (K,). 

К двойному интегралу, стоящему в правой части (10), приме- 
ним частный случай теоремы о среднем. Получим. 

Е = МЕ). Ех, где (Е,т) в (А). (11) 

Е= _ _ 
Из (11) находим = = [Е т. Станем сжимать область (А) по 

А 

всем направлениям в некоторую точку (E,n) (тогда (Е, т) > (€,n)). 

В силу непрерывности отображения область (О) будет при этом 

сжиматься в точку (x, у) , которая соответствует точке (&,п). Сле- 

довательно, 

_ ГБ 
We, n)| — AM . 

А 

Таким образом, модуль якобиана есть коэффициент искажения 
площадей при переходе из плоскости O&nN в плоскость Oxy. 

Замечание. Формула (10) остается верной и в том случае, 
когда взаимно-однозначное соответствие между точками облас- 

тей (0) и (A) нарушается на множестве точек, лежащих на 

конечном числе простых кривых. При этом предполагается, что 

якобиан J(E,n) остается ограниченным всюду в (А). 

$6. Замена переменных в двойном интеграле 

Пусть между точками областей (р) и (А) установлено взаим- 

x = x(E,n), 

у = y(§, 1). 
Считаем, что выполняются все условия, указанные при выводе 
формулы для площади плоской фигуры в криволинейных коор- 
динатах. 

но-однозначное соответствие посредством формул 
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Пусть в области (D) задана непрерывная функция f(x,y). Мы 

знаем, что тогда существует двойной интеграл | = Л I(x, у) dxdy. 

Требуется выразить / через некоторый двойной? Интеграл по 

области (A). 
№» Составим интегральную сумму Римана для двойного интег- 

pana /. Для этого произвольной сетью простых кривых нужно 

разбить область (D) на части (0), (D2), ‚ (D,); в каждой части 
— п 

(D,) взять произвольную точку (х,, у»), итогда в = У. Ух, Ур): Е. 
— k=l 

Заметим, что, проводя в (D) сеть простых кривых, мы, в силу 

однозначности отображения, будем проводить также сеть про- 

стых кривых в области (А), так что (А) разобьется на части (А/), 

(A) > 9 (A,,) . 

По формуле для площади плоской фигуры в криволинейных 
координатах, имеем 

(A,;) 

Применяя к двойному интегралу, стоящему в правой части, част- 
ный случай теоремы о среднем, получим 

Е, = УЕ ть). В, где точка (Е. Ть) € (А,). 

А тогда 
Ш — — 5 = YS (Xe): Te)| Fe. 

k=l 

Было отмечено, что у нас двойной интеграл / существует. Следова- 

тельно, lim с = / при любом выборе точек (x;,y;,) в (D,) . В час- 
~ 

THOCTH, в качестве точек (X;,,¥,) можно взять точки, соответствую- 

щие точкам (Ex, тк) ‚› т.е. положить хх = х(Е к, тк), Ук = УЕ» тк). 

При таком выборе точек (х,,у,) будем иметь 

= у (кв, ть, YE» TD) | Ex, ть К. 
Сумма, стоящая здесь в правой части, есть сумма Римана для двой- 
ного интеграла 
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Г, = || (ЖЕ, т), vEn))- En) en , 
(4) 

причем /, существует, ибо подынтегральная функция в нем есть 

функция непрерывная в (A). 

Отметим, что, измельчая дробление в (р), мы тем самым 

будем измельчать дробление ив (A) , ибо функции, осуществляю- 

щие взаимно-однозначное отображение областей (р) и (А) друг 

на друга, есть непрерывные функции. Но тогда с > /, при 

^. >0.А так как с > / при А > 0, то получаем / = Г, ‚т.е. 

[J Sy) dxdy = || ЛЕ т), У(Е, т) ЕЕ. = а) 
(2) (A) 

. . x =rcos 
Частный случай. Пусть Тогда 

у = РЗ Ф. 

хх, с0$ф —г5т 
= =? т = 

Yr Vo sing rcos@ 

и, следовательно, формула (1) примет вид 

[| Sy) dxdy = [| f(r со$ ф,г эт 9) г drdg. 
(D) (A) 

Замечание. Формула (1) остается верной и тогда, когда взаим- 

но-однозначное соответствие между точками областей (D) и (A) 

нарушается на множестве точек, лежащих на конечном числе 

простых кривых. При этом предполагается, что якобиан J(E, nN) 

остается ограниченным всюду в (A). 

$7. Примеры 

4+о 

Пример I (интеграл Эйлера). Вычислить Г = fem de (попутно 
0 

будет доказана сходимость этого несобственного интеграла). 
2_,,2 

Решение. Введем в рассмотрение функцию Г(х,у)=е*` 

и области (2), (D>), (D3), где 
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AY (D,) — четверть круга x? + у? < А2, ле- 
жащая в первой четверти; 

р Ох < А, 
(D,) — квадрат о<у< А. 

> (D3) — четверть круга x+yr< 2R? , ле- 
К RV2 . 

жащая в первой четверти. 

Рис. 9.29. 7). 7). 7). К вычислению Ясно, что (D,) < (205) < (D3). Отсюда и 

интеграла Эйлера из того, что f(x,y) > 0 следует: 

[fee dxdy < [fee ахау < [fers ахау (2) 
(2) , (D2) | (D3) 

в д 

- 
= 

в д 

= 
- | =/> 3 

Выразим двойной интеграл 7, через повторный. 

2 2 R R 2 2 R 2 R 2 

I, = ffe* % dedy = [dxfe*” dy = [e* dxfe” dy = 
(Dy) оо 0 0 

И] 
Вычисление двойных интегралов /,, Г; будем производить, пере- 

ходя к полярным координатам. Будем иметь 

Ш? _ 2 2 К _2 
I= [Je У dxdy = [fe “rdrdp = | dole" rdr = 

0 0 (2,) (4)) 

-2 ( _ en k’ } 

r=0 4 

2_ 2 2 К 2 К _,2 
I, = fJe* 7 фу = | dp | eT rdr=-—e™ 

(Ds) 0 0 4 3 

Теперь неравенство (2) может быть записано в виде 

R 2 
2 2 

=(1 ~e Js [e* dx <= (I —e 7k => 
4 т 4 
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R 
= ve ~eR < fe* dx cE ем 

0 

В этом неравенстве перейдем к пределу при А -› +0. Tak как 

) ve ет vm Ук - en 2k __, ve 
К—+= 2 Roto 2 

то по теореме о сжатой переменной заключаем, что 

R [- 
e = 2 Хх 

lim fe dx = —. 
R-»+00 0 2 

vi vn 00 0 
x? Tt _y? 

Итак, получили [е ^ = > «Легко показать, что [е * dx = ae 
0 -оо 

co 

_ 2 
а следовательно, [е хх = У. 

Пример 2. В интеграле / = Л I (x,y) dxdy перейти к полярным 

(2) 

координатам и расставить пределы интегрирования, если (2) — 

круг x? +у? <ах (а>0). 

а2 
4 = (D) — круг 

a 
Решение. x? +у? зах © [x-$) +y? < 

xXx =rcosg, 
a 0. п радиуса 5 С центром в точке >” . ОЛОЖИМ ye=rsin Q. 

Окружность x? +у? = ах в полярных координатах задается урав- 

нением r?=arcoso = r=acoso, AY 

кл 
ф |-2, 2). Якобиан J(r,9o) =r. 

Если внешнее интегрирование про- 
изЗводитьЬ ПО Ф , TO промежутком измене- 

кл 
ния ф будет |-=. I. Взяв произволь- 

Рис. 9.30. К примеру 2 
ное значение °ф из промежутка 

113



кт 
——-,—|, видим по рис. 9.30, что г изменяется от г=0 до 

г =асо$ф. Будем иметь, следовательно, 

к/2 r=acos@ 

T= | dp |[f(rcosg,rsing) rar. 
-nf2 r=0 

Пример 3. В интеграле I = || f(x,y) dxdy перейти к поляр- 
(5) 

ным координатам и расставить пределы интегрирования, если 

-а<х<а, 
(р) — параболический сегмент 3 х2 

= sysa. 

Решение. В полярных координатах отрезок прямой у=жа, 

а Е 4 
sing ’ 4° 4}? 

2 x 
а кусок параболы у = —, x e[-a,a], — уравнением г =a—j—, 

а cos” @ 

—asx<a, определяется уравнением r= 

К 3 
ФЕ 0,7 U ar . Будем производить внешнее интегрирова- 

Tt 
ние no Ф. Взяв произвольное значение Ф из промежутка | 4 , 

sin @ 
видим по рис. 9.31, что г изменяется OT г =0 до r =a—,—. Взяв 

COs” © 

Рис. 9.31. К. примеру 3 
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к 32 
произвольное значение Ф из промежутка |, =|, видим, что Г 

изменяется OT F=0 до r= —— . Взяв произвольное значение YP 
sin @ 

д 
из промежутка Е видим, что г изменяется OT r=0 до 

sin @ 
=a—~—. Будем, следовательно, иметь 

cos’ ф 

п гла к а. 
4 cos? ф 4 ~~ sing 

T={dp | f(rcosg,rsin@)rdr + J dp [ f(r cose, rsin 9) r dr + 
0 r=0 к г=0 

4 

rage 
cos? ф 

+ [do [ f(rcos@,rsin 9) rdr , 
3K r=0 
4 

1 4 
Пример 4. В интеграле I = | dx| f(x,y)dy перейти к поляр- 

0 0 
ным координатам и расставить пределы интегрирования в том и 
другом порядке. 

Решение. Область интегрирования (D) определяется COOTHO- 

О<х< | 

Osysl. 

x =Prcosgq, 
шениями (р) -| При замене й 

= ГУ Ф, (AO) =^. 

Ay ' = = arcsine- r= sino (»=aresin 1} 

Рис. 9.32. К. примеру 4 
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_ y=0, o = 0, 

отрезок OA = me {ore 

= i Отрезок OB =| х=0, 1 =>: 
Osysl O<srsil. 

r=—! | = = , = arccos—, 
Отрезок AC =} о. COSP = ны r 

Osysl 0595 |1<^< 2. 

1 

y=l, зто’ ф = arcsin + 
Отрезок вс= ‚=. $? =. г’ 

5х5 “<os= 1<^< 2. 
4 2 

1. Если внешнее интегрирование производить NO , то будем 
иметь 

m4 r= 1 к r= 1 

4 с05ф 2 sing 

Г= | % {f(rcosg,rsing)rdr+fdp f{ f(rcosg,rsin@)rdr. 
0 r=0 к г=0 

4 

П. Будем производить теперь внешнее интегрирование по г. 

Взяв произвольное значение г из промежутка [0,1], видим по 

к 
рис. 9.32, что © изменяется от ф = 0 до ф = 5. Взяв произвольное 

значение г из промежутка |, 2], видим, что Ф изменяется от 

| _ | 
= arccos-~ до ф = arcsin —. Будем иметь, следовательно, 

1 95 р g=aresin= 

Г = [4" [ f(rcosg,rsing)rdp+ |4 | f(rcosg,rsing) rdg., 

0 9-0 | pzarecost 
г 

1 у=х? 

Пример 5. В интеграле I = [4х | f(x,y)dy перейти к поляр- 
0 y=0 

ным координатам и расставить пределы интегрирования в TOM и 
другом порядке. 
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Решение. Область интегрирования (D) определяется соотно- 

n x =rcosg, 
шениями (D)= РИА 3 Делаем замену |" ? 

=rsing 

J(r,p) =r. 

— у =0, ф=0, 

Отрезок ВА > 10° <1 r 

И , | | 

Отрезок ив | х=1, | COs > ]Ф= агссоз—_, 

sys! 05951 |1<,<.0. 

x? = — oo М +4»? —1 
_OCB =” , } cos” ф° ]ф = arcsin | 

Osxsl me T <> 2r 

| Os Qs— 0<r<J2. 

2 

Tt 
(y=x? => rsing =r’ cos’ » => f= sin oe [02], 

cos” ф 4 

имеем также 

гп ф = /2(1- $11? $) => rsin?>g+sing-r=0 => 

1+ + 4-2 
=> ПФ = => 

2r 

, Te 
так как sing20 для о« [0,1 Ay 

4/24 

sin _ М + 4/2 1 > 

° 2r | 

J 2 
=>  =arcsin 1+4 Е ге [0, v2], 

r 

ф (г) вточке г =0 понимается в пре- 0 

дельном смысле, @(0) =0). Puc. 9.33. К примеру 5 
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I. Будем производить внешнее интегрирование по Ф. Взяв про- 

п 
извольное значение Ф из промежутка fo, 4 видим по рис. 9.33, 4 

sin ® | 
что г изменяется от г = ——^ дог= . Поэтому будем иметь 

cos? ф с0$ф 

Kops! 
4 COs @ 

Г= | % |{ f(rcosg,rsing)rdr. 
0 sing 
r= cos’ 

II. Станем производить теперь внешнее интегрирование по г. 

Взяв произвольное значение г из промежутка [0,1], видим по 

Л +42? -| 
2r 

рис. 9.33, что Ф изменяется от ф=0 до  =Aarcsin 

Взяв произвольное значение / из промежутка [1,2], видим по 

| 
рис. 9.33, что Ф изменяется от ® = arccos — до ф= 

М +42 —| 
= arcsin 5 . Следовательно, будем иметь 

r 

a W144? =I 1+4r? -1 
ф=аят— —— J фаст — — 

Г= | 4 [ (г совфг эт ф) rdp+ | dr [ Лесов фк ф) r do. 
0 ф=0 1 p=aree ose 

Пример 6. Переменить порядок интегрирования в интеграле 

л/2  г=ауыт2Ф 

Г= | 4 [fle,nar. 
0 r=0 

Решение. Область интегрирования (D) определяется соотно- 

К 0<os =, 
P= % 

Osrs asin 29. 

шениями (D) = Из соотношения г = a,Jsin 20 
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2 2 . ° r? e r? 

> res=a‘sindg = sindg= > = 22=arcsin>=- = 
a a 

| _ 
> ф= > агсят —, ГЕ[0, а]. Требуется произвести внешнее ин- 

а 
тегрирование по г. 2 

Возьмем произвольное значе- Ay ф=Т агат” 
а 

ние г из промежутка [0, а]. Из 

рис. 9.34 видим, что Ф будет из- 

меняться при этом г OT значения 

2 _ 7 
P= sz aresin sz до значения 

а 
2 п Г 

ф=- - 2 агсят —-. Следователь- 
2 2 а Рис. 9.34. К примеру 6 

но, будем иметь 

r2 x |1 . 
~=—-—arcsin— 

a 2 2 а? 

T=fdr = [ f(@,r) do. 
0 lr? 
Фа 

Пример 7. В двойном интеграле | f(x,y) dxdy, где (р) — 

(D) 

область, ограниченная линиями Ух + Jy = Ja (а>0), x=0, 

x = ucos’ у, 
y=0, сделать замену переменных по формулам 4 

y =usin‘ у. 

Решение. При такой замене: 

) линия Jx + fy = Ма (а>0) перейдет в линию Vu -с052 у+ 

+Уи- т? у=Уа = = Ма = u=a (рис. 9.35, 9.36); 

. usin’ y = 0, 
перейдет в линию 4 => 

O<ucos'v<a 

y=0, 
2 

v=0, 

O<usa; 
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> 
a 

Рис. 9.35. К примеру 7 Рис. 9.36. K примеру 7 

x = 0, . ucos’ у= 0, 
3) линия перейдет в линию 4 

О<у<а O<usin' у<а 

п 
у = 5 . 

O<usa; 

ucos’ y=0 
4) точка O(0, 0) перейдет в линию 4 ‘ и=0. 

usin v=0 

x, Xj] |cos*y —4ucos? узту 
Ли у = 4% “Nal, и ; = 4и sin? ycos? у. 

У, Vv sin’ vy 4usin™ ycosy 

Следовательно, 

а v=n/2 

1=4fudu | f(ucos* у, ит“ у) sin? vcos* уу. 
0 у=0 

Пример 8. Произведя соответствующую замену переменных, 

свести двойной интеграл Г = {J i (x-y) ахау , где (D) — область, 

(0) 

ограниченная линиями ху=|, xy=2, у=х, у=4х (х>0, 

у>0), к однократному. 

Решение. Делаем замену переменных: 

- Г 

=U E 

у 

y = Ум 
(и>0, у>0, ибо х>0, у>0). 
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к 
А \ 

11 .. № 

+ + > 
1 2 

Рис. 9.37. К. примеру 8 Рис. 9.38. К. примеру 8 

При такой замене: 

1) линия ху =1 перейдет в линию и=1; 

2) линия xy =2 перейдет в линию и=2; 

3) линия у =X перейдет в линию v=1; 

4) линия у=4х перейдет в линию у=4. 

1 iva 
хи х _ |2 о 2] 1 J(u,v) =| 4 = = — 

ade er Co 
№ 2 Wy 

Будем иметь, следовательно, 

и=2 4 2 

[Ли [In vp du = ш2. | fu) du, 
и=1 1 

12, 4 dv 1 

тм J IOS = 2 
Пример 9. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 

(х- у)? +x? =а? (а>0). 

х-у=и, _ х=у, 
Решение. Делаем замену переменных 

x=y 

При такой замене линия (х-у)?+х? =а? (а>0) перейдет 

в линию и?+у’ =а?. Это — окружность радиуса а с центром 

в точке (0,0). 
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А У , , I 

J(u, v) = “и *y -| 6 = 
у, Jy 1-11 

Ge A) и, Искомая площадь Рфигуры, ограни- 

7 ченной линией (x—y)? +x? =a’ 

(а>0) будет равна 

Е = | dxdy = ПУ, v)| dudv = 
(D) (A) 

Рис. 9.39. К примеру 9 _ ff dudv = na? (кв. ед.) 

(A) 

Пример 10. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

(x? + у2)? = 2а?(х? -у?); x? 4+y? 27. 

x =rcosg, 
Решение. Переходим к полярным координатам р 

В полярной системе координат линия (х? + y2)? = 2а?(х? - у?) 

будет иметь уравнение г = aJ2 cos2 (это — лемниската), а ли- 

ния x? +y? = 2? — уравнение г=а (это — окружность). Найдем 
точки пересечения этих линий. Для этого нужно решить систему: 

o=5t Ay =f 

r=a r=a,j2cos2@ 
se x x 

Wy 2 = 

Рис. 9.40. К. примеру 10 
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r =a,J2c0s29, | 
=> J2cos29=1 => cos 20 = = > 

r=a 

п 51 
=> ФфФ= +—; ф< = + —. 

6’ 6 

Принимая во внимание симметричность фигуры, станем вычис- 
лять площадь ее части, расположенной в первой четверти. Взяв 

п 
произвольное значение ф из промежутка В 4 ‚ видим изрис. 9.40, 

что Г при этом Ф изменяется от значения г=а до значения 

г=а./2с0$2ф. Будем иметь, следовательно, 
х 

г=а\2с052$ 6 „2 r=ay2cos 2$ 

[5 r=a 

в 
=> J Фа сз 2 —a’) o-5(3-2| 

Пример 11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

у? =2рх; у? = 2ах; x? =2ry; x? =2sy (0< p<q; 0<г<$5). 

Решение. Делаем замену переменных: 

[2 
ye u Г x ) х-и. ys. 

‹ => | 

x? _y y= и2!З . УМЗ. 

№ 
При такой замене: 

1) ветвь параболы у? = 2px перейдет в прямую линию и=2р; 

2) ветвь параболы у? = 2ах перейдет в прямую линию и=2а; 

3) ветвь параболы x? = 2ry перейдет в прямую линию у=2^; 

4) ветвь параболы х? = 25у перейдет в прямую линию у= 2$. 
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7st 

Y
Y
 

< 

_
_
 

x?= 25у 
2 С 

x°=2ry NAN 

\ y*=2qx 

Ly art № 
[ | 

{Lh y= 2px ЗИ 
Zo х | ый 

О O\2p 2q — 

Рис. 9.41. К примеру 11 Рис. 9.42. К. примеру 11 

1-21 2/3 2 yiByW3 

Jtu,v) =|3 р =-3 = V@v»= 2 M3 ys 1123-23] 3 
3 3 

Поэтому 

1 7 

_ _ _ 1 24 25 _ 4 _ _ 

F = || dxdy = [Ju] duav = 3 J Jar 5 (q- p(s). 

(D) (A) 

Пример 12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

(x8 УЖ (XE (Fg. 
(1): 7 + у = |; (15): (=) +(% = 4; 

° Хх _У. ° ХУ (hy 7=5; (iy): 82a (>0, у>0. 

X = aucos? у, 
3 Решение. Делаем замену переменных: } 

у = busin’ у. 
кой замене: 

1) линия (1) перейдет в линию и? =| > u=l; 

2) линия (/,) перейдет в линию и23 =4 > u=8; 

. л 3) линия (/;) перейдет влинию №3у=| => v= re 
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4) линия (/4) перейдет в ли- 

НИЮ {23у=8 = y=arctg2. 
, 

x’ x 
У(иьу)=|“ = 

Yu У, 

_ | ас03у - Заи со5? узту| _ 
bsin? vy 3busin? vcosv 

= Зари sin? vcos? у. 

Имеем, следовательно, 

Xx 

| a 8a 

Рис. 9.43. К примеру 12 

F = || dxdy = [| 3abu sin’ vcos” v dudv = 
(D) (A) 

v=arctg 2 

= 3ab | sin? 
v=n/4 

| v=arctg 2 

_ 3:63 ab J sin? vcos? уйду = 
2 у=к/4. 

v=arclg 2 _ 
_ 189 у | cos4y 1, _ 189, 

8 ven/4 2 16 

189 

16 

и=8 

ycos? уйду [udu = 
и=1 

v=arctg 2 

189.1 [ sin? 2у4у = 
2 у=к/4 

у 1. v=arctg2 | _ 
(в 2- 4 - sin 4y у | = 

= —ab | 2 —arctg |) — 7 sin (4 arctg > 

Так как агс 2 —arctg1 = ат ‚ sin (4агс 2) = _ 24 ‚ то 

16 

25 

25 
F = 18? op (are 1, 5) (кв. ед.). 

Рис. 9.44. K примеру 12



Глава 10 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ 

КРИВЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

$1. Некоторые сведения из геометрии 

1. `Касательная прямая и нормальная плоскость к пространствен- 
ной кривой. 

Определение. Касательной в точке М№к пространственной кри- 
вой (/) называется предельное положение секушей, проходящей 
через точку Nu какую-нибудь точку М этой кривой, когда точка 
М по кривой стремится к совпадению с точкой М№. 

Пусть кривая (/) задана параметрическими уравнениями 

x = (0), 
y=), telp,g]. (1) 
z= © (0, 

Предполагаем, что функции ф (1), w(t), в (1) имеютв [ p,q] непре- 

рывные производные ф’(1), w(t), w(t). 

Пусть точка М№(ху,Уо,<о) соответствует значению параметра 

fy, а точка М(ж +Ах, уз + Ду, <, +А=) — значению параметра 

+24, так что Xp =9(0), Yo = Wh), 20 =0(); х+Ах= 
=Ф(1+4А1), Yo tAy=Wh +41), %+AZ=W(ty + Af). Составля- 

ем уравнение секущей NM как уравнение прямой, проходящей 
через две точки: 

X — № _ У- Yo _ < <0 

(Xp +Ах)-х (0%+4У-у (% + AZ) — 2% 

(х, У, < — текущие координаты), или 

126



|2 (Г) 

O 

у 

Xx 

Рис. 10.1. К. определению касательной 
к пространственной кривой 

Х - Х№ У - Уо < -<о 

(0+4) (0) 0 +4А)-У@) ®(@+4)-6)). 
Разделив знаменатели этих отношений на АЁ и переходя 

к пределу при Af—>0O, получим уравнение касательной к (/) 

в точке №, 

Х- 0 _У- 0 _<- 50 

Фи) У) &) 
Из (2) видим, что вектор 1(9’(f),W’(f),@(%9)) направлен по 
касательной к кривой (/) в точке №. 

Заменание. Уравнения (2) теряют смысл, если (fo) = W’(fo) = 

= 0’(f,) =0. В этом случае точка N называется особой. Если же 
хотя бы один из знаменателей в соотношении (2) не равен нулю, 

то точка М называется обыкновенной. В дальнейшем мы будем 
рассматривать только обыкновенные точки. 

Определение. Нормальной плоскостью к кривой (/) в точке N 
называется плоскость, проходящая через точку М перпендикуляр- 
но касательной к (/) в точке (№). 

Найдем уравнение нормальной плоскости. Для этого берем 
уравнение связки плоскостей с центром в точке М№(ху,Уб,<о): 

A(X — хо) + Bly - Yo) + C(Z -— 2%) =0. (3) 

По определению, нормальная плоскость перпендикулярна Kaca- 

А _ В _ С 

Фи) W(to) в’) 
обозначение общей величины этих отношений. А тогда 

(2) 

тельной к (/) вточке №. Поэтому (=k) ,k— 
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У > > 

x х 

Рис. 10.2. K определению Рис. 10.3. K определению 
нормальной плоскости касательной плоскости 

к пространственной кривой и нормали к поверхности 

A=k-9%(f), B=k-yt), С=К. 0’). 
Подставив эти выражения для A, Ви Св (3), получим уравнение 
нормальной плоскости к (/) в точке М: 

ф’(1) - (х — хо) + W(t) - (У - Yo) + ®' (4) - (2 - 20) =0. (4) 
2°. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

Определение. Пусть дана поверхность (5) и пусть точка 

М№(Ху, Ус, 20) € (5). Рассмотрим всевозможные кривые, лежащие 

на (5) и проходящие через точку № Проведем к этим кривым 

в точке N касательные прямые. Если геометрическим местом этих 
касательных прямых оказывается плоскость, то она называется 
касательной плоскостью к поверхности (5) в точке М, а перпенди- 

куляр к этой плоскости в точке N называется нормалью к поверх- 
ности (5) в точке №. 

Пусть данная поверхность (5) имеет уравнение 

F(x,y,z) =0. (5) 

Предполагаем, что функция F(x, y,z) непрерывна и имеет непре- 

рывные частные производные Fy, Fy, Fy в некоторой простран- 

ственной области. Точки поверхности (5) , в которых одновремен- 

но Fy (x,y,z) =0, Р,(х,у,<) =0, Е/(х,у, <) = 0, называются особы- 

ми точками. Остальные точки поверхности (5) называются обык- 

новенными. 
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Пусть точка М№(ху,Уо,<о) — обыкновенная точка поверхности 

(5). Рассмотрим одну из кривых (/), лежащую на (5) и проходя- 

щую через точку М№(ху, Ус, <о). Пусть параметрические уравнения 

этой кривой (/) такие: 

x= (p), 
sy=wit), Ев] р,а], 

|< = © (0, 

где функции Of), w(t), (г) определены и имеют непрерывные 

производные p(t), w’(t), w(t) в промежутке [ p,q]. 

Пусть точка М№(ху, Уо, о) соответствует значению параметра fo. 

Уравнение касательной к (/) вточке М№(ху,Ус,<о) будет таким: 

Х-%0 _У-0 _ 5-50. (6) 

фи) Ww) w'(to) 

Мы докажем, что у данной поверхности (s) в точке N существует 
касательная плоскость, если покажем, что касательная прямая к 
любой кривой (/), проходящей через точку №, перпендикулярна к 

некоторой определенной прямой. 
Tak как вся кривая (/) лежит на поверхности (5) ‚ то при всех 

te[p,q] будет 

F(9(t), y(t), 6 (1)) = 0. (7) 

Значит, (7) есть тождество относительно ¢. Продифференцируем 
это тождество по ¢. Получим 

Fr(9 0), 9,0): 9’) + Е, (Ф (0,0), 6 (0). 4’) + 

+ F;(p(t), y(t),0(1)-o’() =0. 

Положим в этом соотношении ¢ = fy. Получим 

Ех (Хо, У, 2о) - P'(to) + Р,(Хо, Ус, 20) - У" (0) + 

+ Ро, Ус» 50) 6") =0. (8) 
Равенство (8) представляет собой условие перпендикулярности 
двух прямых, а именно: прямой (6) (т. е. касательной к (/) вточке 
№) и прямой, имеющей уравнение 
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Хх — XQ _ У - Yo _ Z— Zo 

Ех (Хо, Уо›50) =F (X0,¥0.%0) — Fz (%0, Yo 50) 
(9) 

Ясно, что прямая (9) не зависит от выбора кривой (/). Она 

зависит только от поверхности (5) и от положения точки N на 

(5). Значит, касательная прямая к любой кривой (/), лежащей на 

(5) и проходящей через точку N(X9,¥0,%) перпендикулярна 

к одной и той же прямой (9). Следовательно, у поверхности (5) 

в точке № существует касательная плоскость. 

Нетрудно понять, что прямая (9) является нормалью к поверх- 
ности (5) в точке М. 

Выведем теперь уравнение касательной плоскости к ($) 
в точке № Для этого возьмем уравнение связки плоскостей 
с центром в точке №: 

A(x — хо) + ВО? - Yo) + C(Z - 2%) =0. (10) 

Так как касательная плоскость к (5) в точке № перпендикулярна 
нормали (9), то 

4 Fe С 
FY (хо, Уо›<0) Е, (Хо›Уо, 20) Е (Хо›Уо, 50) ‘ 

Е — обозначение общей величины этих отношений. А тогда 

А=К. Е, (Хо,Уд» 50), В=К.Р,(%0,У0,20), С=Ё- Ехо, У, 50). 

Подставив эти выражения для A, Ви Св (10), получим уравнение 
касательной плоскости к поверхности (5) в точке №: 

F(X Yo. 20) (X- Xo) + Р,(Хо,Уо› 50) Y -Yo) + 

+ Ре (Хо›Уо, 20) (Z-Z) =O. (11) 
Частный случай. Пусть поверхность (5) задана явным уравнением: 

& = f(x,y), (12) 

где f(x,y) — непрерывная вместе со своими частными производ- 

ными р(х,у) = fy (x,y) и а(х,у) = Л,(х, у). Отметим, что у такой 
поверхности все точки обыкновенные. В самом деле, запишем урав- 

нение (12) в виде f(x,y) —z =0. Это есть уравнение вида (5), где 

F(x,y,2) = f(x,y) -<. Поэтому Fy(x,y,z) = Лх(х,у), Руб, <) = 
= Л,(х,у), Е =-1 (+ 0) . Уравнение касательной плоскости вточке 

М№(хХу, Ус, <о) кповерхности, заданной уравнением (12), будеттаким: 
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< — 2% = Sx (Хо, Уо) (X — Хо) + Sy (%0, Yo) (Y - Yo). (13) 

Уравнение нормали вточке М№(хо,Уо,го) к поверхности, заданной 

уравнением (12), 

X~Xo _-_У-№% 27%. (14) 

0,7) fy(%o¥o)  -1 

Если a, В, у — углы, которые нормаль к поверхности (5) обра- 
зует с осями координат, то 

Л ‚ cosp= Jy 
+/+ (722 + (11 + 1+ (7 +f) › 

COSa = 

—] 

+/+ (2 +H) 
Выбор знака перед радикалом означает выбор определенного 
направления на нормали. Если нам нужно, например, направле- 
ние, которое составляет с осью OZ острый угол, то должно быть 
cosy > 0 и, следовательно, в формулах (15) перед радикалом 
нужно взять знак минус. 

Замечание. Пусть кривая (/) задана пересечением двух по- 

Е(х,у,<) = 0, 
® (x,y,z) = 0. 

к этой кривой в точке N(X9,¥o,Z 9) можно получить как пересе- 
чение касательных плоскостей, проведенных к данным поверх- 
ностям в точке №. Следовательно, уравнение этой касательной 
прямой будет таким: 

(15) cosy = 

верхностей, т.е. системой Касательную прямую 

Ежи» Уи, о) (хх) + Fy (X0,Yos20) 0-7)+Е/ (Хо, Уд, 20) (&-20)=0, 

(16) 
Фх(%, Ус, 50) (X-X) + Py, (хо, Ур, 20) (У-Уо)+Ф. (Уз, 20) (&—20)=0. 

$2. Существование площади кривой поверхности 
и ее вычисление 

I’. Рассмотрим поверхность (5) , заданную явным уравнением 

< = f(x,y), (1) 
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Рис. 10.4. К, вычислению площади кривой поверхности 

где f(x,y) определена, непрерывна и имеет непрерывные частные 

производные /‘(х,у), Л,(х,У) в области (D), расположенной в 
плоскости Оху и ограниченной простым контуром. 

Разобьем (2) произвольной сетью простых кривых на части 

(2,), (D>), , (D,) с площадями Е, Е, ..., Е,. Рассмотрим 

цилиндрические поверхности, образующие которых параллельны 

OCH Ог , а направляющими служат простые кривые, разбивающие 

на части (2). Эти цилиндрические поверхности переносят дро- 

бяшую сеть с (р) на (5). Поэтому поверхность (5) разобьется на 

части (5), (52),, (S,). На каждой части (s,) берем произволь- 

ную точку M,(x,,y,,%,) и проводим в этих точках плоскости, 

касательные к поверхности (5). Продолжим упомянутые выше 

цилиндрические поверхности до пересечения с построенными 

касательными плоскостями. Тогда на этих плоскостях вырежутся 

плоские области ($1), (52), °°: , (S,). Пусть площади их будут: 

T,, Т›, ..., Г, соответственно. Обозначим через А, ранг дробле- 

ния области (р). Покажем, что существует конечный предел 

п 

5 = lim УТ, ‚ не зависящий ни от выбора дробящей сети, ни от 
> k=l 

выбора точек M, Ha (S,). Этот предел и принимается за площадь 

5 поверхности (5). 
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} Заметим, что области (D,) являются проекциями (5,) Ha 
плоскость Oxy. Значит, площади их связаны так: F, = Т, + с0$ ух, 

где W, — угол между плоскостью Oxy и плоскостью, касатель- 

ной к поверхности (5) в точке Му. Но угол между плоскостями 

равен углу между нормалями к этим плоскостям. Поэтому 

We = Хх , где ух — угол между осью OZ и нормалью к поверхно- 

сти (5) в точке Мх.А тогда 

| 

yi + (f(x x is + (Fy (x ‚Ук )) 

(заметим, что нам нужен положительный косинус). И, следова- 
тельно, 

COS VW, = COSY, = 

Fy 
COS YW, 

Т, = = fl (Fee) +(e) Ke 5 

> т, = > + (ки) Л) ‘ВЕ. (2) 
k=l 

Видим, что сумма (2) есть интегральная сумма Римана для двойно- 

го интеграла по области (р) от непрерывной в (р) функции 

|| + (f(x, у) + ( fy (x, y)) . Значит, у суммы (2) существует при 

А 0 конечный предел, не зависящий ни от выбора дробящей 

сети области (р) ‚ ни от выбора точек М; на (5, ) , а это и требо- 

валось доказать. Попутно установлено, что 

s= [1+ (7:65) + (1565) ау. (3) 
(2) 

Заменание. Формулу (3) для площади $ кривой поверхности 
можно записать в виде 

s= [joe (4) 
(By COSY 

где у — острый угол между нормалью к поверхности (5) иосью Oz. 

Если на нормали к (5) направление не выбрано нужным образом, 

то вместо (4) следует писать 
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$ = | axdy © (5) 

(260$ 

2°. Случай, когда поверхность задана параметрическими урав- 
нениями. 

Рассмотрим теперь поверхность (5), заданную параметриче- 

скими уравнениями 

[x = х(и, у), 

1у = У(и, у), (6) 

|< = 2(м, у), 

где x(u,v), y(u,v), z(u,v) есть функции, заданные в области (A) 

плоскости Оиу, непрерывные там и имеющие непрерывные част- 
vd ные производные X),, X56, у’, Vos &и, <». Составим матрицу 

Хи Уи и 
ху У 5 

и рассмотрим следующие определители, составленные из элемен- 
тов этой матрицы: 

Xun Уи 

xy У, 

Уи Си А=Г, 
У, %y 

Предположим, что один из этих трех определителей, например, С, 

всюду в (А) отличен от нуля. (С # 0 всюду в (A).) 
Возьмем первые два уравнения из системы (6). При условии, 

x =х(и, у), 

у=У(и, у) 

и=и(х, у), 

у=у(х, У), 

что C #0 B (A), система однозначно разрешима 

относительно и и у, т.е. причем функции и(х,у), 

v(x,y) будуг определены, непрерывны и иметь непрерывные 

частные производные и’ (х,у) ‚ и,(х,у) ‚ у» (х,у) , у,(х,У) в неко- 

торой области (D) плоскости Оху (см. теорию функций, задан- 

ных неявно). Подставив выражения для и и у через хиу 

в соотношение 7 =г(и,у) из (6), получим 
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z= z(u(x,y),v(x,y)), т.е. z= f(x,y). 

Отметим, что функция f(x,y) определена, непрерывна и имеет 

непрерывные частные производные fy(x,y), f(x,y) в области 

(D). Видим, таким образом, что поверхность (5) , заданная пара- 

метрическими уравнениями (6), представляет собой поверхность 

как раз такого типа, который был рассмотрен выше в 1°. 
Было показано, что у такой поверхности есть площадь 5, 

причем $ = о (см. (5)). В двойном интеграле, выражающем 
(Ble > 

площадь поверхности (5), сделаем замену переменных, взяв в 

качестве новых переменных параметры и и у, т.е. положив 

х=х(и, у), _ J(u, у) 
и, А). Получим 5= dudv., У нас 

ыы, уе Leos 
“WC, Поэтому 

= s= | Ic | dudv , (7) 

(A) |cos y| 

В двойном интеграле (7) следует выразить |cos y| через переменные 
ии у. Для этого на поверхности (5) выберем и закрепим произволь- 

Az 

у 

Рис. 10.5. К вычислению площади 

кривой поверхности, заданной 

параметрическими уравнениями 
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ную точку М№(ху,Уо,20), соответствующую точке (ну, у) € (А). 

Проведем вэтой точке нормаль я кповерхности (5) . Пусть ©, В, у — 

углы, которые нормаль Я образует с осями Ох, Оуи О: соответ- 

ственно. Проведем на поверхности (5) через точку №кривую (1): 

х=х(и, т), 

(1) =зу = yu, Vo), 

|< = Z(U, Vo) 

(это — линия, ибо параметр один). Вектор T(x, (мо, о), Уи (Мо, У), 

Z,(Ug Vo) направлен по касательной к (/,) в точке №. Так как 

линия (1) лежит на поверхности (5) и проходит через точку №, то 

t, Ln. Поэтому 

Xi, (Up, Vo) COSA + у, (Up, У) COSB + = (Up, Vy) Cosy =0 => 

=> X),(Ug, Vo) COSA + Yi; (Ug, У) COSB = —2и (Ug, Vg) Cosy. (8) 

Затем на поверхности (5) через точку N(Xp,¥9,%p) проводим 

кривую 

ix = х(ио,у), 

(5) = i= У(ио» У), 

|< = Z(Ug,V). 

Вектор 712 (х/ (мо, V9), У (мо, о), <, (Мо, Vo)) направлен по касательной 

к (/,) вточке N. Так как (/,) лежит на поверхности (5) и проходит 

через точку М, то tT, Ln. Поэтому 

Xi, (и, V9) COSA + У, (Мо, Vo) COSB + <. (ии, У) Cosy =0 => 

=> хь(ио, \) COSA + у,(ио, У) COSB = <, (М, )созу. (9) 
Из системы 

хи (ио, Vo) COSA + Уи (Ио, V9) COSB = —2и (Мо, Vo) COSY, 

х,(ио, о) COSA + У,(Шо, V9) COSB = —2, (мо, V9) COSY 

найдем cosa и cosB: 
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= 24,0) 6051 У, (40,9 | aoe [et a 
_ |- 2,40, о) Cosy (Uo, Vo) о № _ A 

cosa =: - - = = —COSY; 
Xi, (Ups Vo) у, (и, Vo) С С 

х,(ио, Vo) yy (uo, Vo) 

Xi,(UgsVo) — < (Ио, У) COSY ~cosy- и г 

х, (Ио, У) + — Z,(Up, м) COSY x, <, 
со$В = - ; "= 7 COSY 

Хи (Ug, Vo) Yi (Ug, Vo) С 

х,(и,\) Yy(Uos Vo) 

С 
Можем написать также, что cosy = Cosy. Известно, что 

cos” a + cos” В + cos? у =1. А тогда 

A? + В? + С? 
С? 

С -co y=! = Icosy|= 
eos VA? + В? +С?' 

Подставляя это выражение для |cosy| в (7), находим 

5 = [[ 42+ В? + С? dudy . (10) 
(A) 

Замечание 1. Из формулы (10) для площади 5 поверхности 
видим, что на окончательном результате не отразилось, что отли- 
чен от нуля именно определитель С, а не А или В. Точно такое же 
выражение для 5 мы получили бы, предполагая, что в (А) отличен 

OT нуля либо определитель A, либо определитель В. Поэтому 
формула (10) верна и тогда, когда область (А) разлагается на 
конечное число частей, в каждой из которых отличен от нуля хотя 
бы один из трех определителей: А, В, С. 

Заменание 2. Положим 

(x1)? +(y,)? + (21)? = E, 
(х')? + (у+)? + (25)? = С, 
XyXy + Ушу, + 25, =F 

(Е, G, Е — это так называемые коэффициенты Гаусса). Легко 

проверить, что А? + В? +C? = ЕС - Е?. Поэтому 
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s= [[VEG - F? dudv (11) 
(A) 

§3. Примеры 

Пример 1. Найти площадь 5 поверхности тела, ограниченного 

поверхностями x? +? =а?, у? +52 =a’, 

Решение. На рис. 10.6 изображена часть интересующей нас 
поверхности, расположенная в первом октанте. Эта часть поверх- 
ности состоит из двух одинаковых по площади кусков. Один из 

этих кусков определяется уравнением Z = Уа? -х? и проектиру- 

— О<х<а, 
ется на плоскость Oxy в треугольник (2) = O<y<x ‚ Площадь 

этого куска поверхности можно определить по формуле 

= ff Jl + (zi)? + (<5)? вау. Имеем <. = 

~l
 

’ =0. Сле- 5 >» у 

(0) а“ -х 

довательно, 
2 2 х а 

1+ (2%)? + (<,)* =1+ = х y a-x- qge-x 

А тогда 

о 2] =a? $ = ау =а = -а\а* -х = а”. 
о\а? —x? y=0 а? — x? x=0 

Ay 

у=х 

(DY | 

— 

Рис. 10.6. K примеру | Рис. 10.7. К. примсру 2 
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mw | 
Так как 5 составляет лишь 16 часть площади 5, то находим 

5 = 16a’ (кв. ед.). 

Пример 2. Найти площадь 5 части поверхности x? + y? = 2az, 

заключенной внутри цилиндра (x? + y2)? = 2a2xy. 

2, 2 
+ y 

2a 

Ось Oz является осью симметрии этого параболоида враще- 

Решение. Поверхность z = — Параболоид вращения. 

ния. Цилиндрическая поверхность (х? + у2)?2 = 2а?ху — сим- 
метрична относительно плоскости у=х. Она пересекается с 
плоскостью Оху по кривой, уравнение которой в полярных 

координатах имеет вид г’ =а?зт2ф. Одна четвертая часть 
куска поверхности, вырезаемая цилиндром из параболоида 

вращения, проектируется на плоскость Oxy в область (О), 

ограниченную линиями: Фф = и r=aJsin2g , фе | т] (см. 

рис. 10.7) Имеем 

а? +х? +y? 
2 

, x , 

<=; ua > 1+4(z)? +(z3)? = 

2 2 2 
, , Q +X + 

=> 1+ (24)? + (2*)? = у - —. 

Следовательно, 

= [+ +2 dxdy . 
Ч (D) 

Перейдем в двойном интеграле к полярным координатам. Будем 
иметь 

к/4 r=aJsin 29 r/4 =a Jsin2o 

S= [4 | Va +r рае = f (а? + у * do = 
ао r=0 За 9 r=0 

4 n/4 4 7/4 т 

= 34 ] ((1 +sin 2)? - 1) 4$ = 34° J (sing + cos)? dy - va 
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_4 2 Y sin г | _ а Ф+- |4 д |= 
0 

зан 
2 [-= oF ++)- #) = 5-00-39) (0, ед.). 

Пример 3. Найти площадь 5 части сферы, ограниченной двумя 
параллелями и двумя меридианами. 

Решение. Пусть р, ф, 8 — сферические координаты точек про- 
странства. Декартовы и сферические координаты точки простран- 
ства связаны соотношениями 

of
 

x = pcosgcose, 

4¥ = рут фсо5$6, 

| =psine. 

Координаты любой точки сферы радиуса К будут такими: 

Zz 

Рис. 10.8. K примеру 3 
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x = Асо$ф с0$6, 

4y = Ап фсо05$6, 

|< = Азт 0. 

Последние уравнения можно рассматривать как параметрические 

уравнения интересующего нас куска сферы, если ФЕ[$Ф1,$>]; 

6 =;[6,, 0.]. Имеем 

Хо Уф 2% _ — Rsingcos@ Rcos@cosé 0 

Xp Ya % —Rcosgsin6 —Rsingsin6 Rcosd})° 

Е = (xg)? + (5)? + (25)? = Е? cos 8, С = (xg)? + (9)? + (zg)? = > 

F = хх +9. +100 =0 => УЕС-Е? = Е? соз6. 

Следовательно, 
Фф 0 

s= || Е? с030 ра = R? (do [ cosede = 
9 SPSH2 Ф 9 
9,<0<6) 

= А? (ф› - $1) (516) —sin®,) (кв. ед.). 

Пример 4. Найти площадь части поверхности тора 

x = (6+асо0$0) созф, 

4y=(b+acos8)sing, (0<а<5), 

< =а$т0 

ограниченной двумя меридианами O=Q,, P=, (Ф/<Ф.) и 
двумя параллелями 0 =6,, 0=6, (6, <6.). Чему равна поверх- 
ность всего тора? 

“
у
,
 

Рис. 10.9. К. примеру 4 
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Рещение. Найдем коэффициенты Гаусса данной поверхности 

Имеем 

Xo Yo 3) _[-(б+асозе)зтф (5+ас0$0)со5ф 0 

х Ye %) | —asin@cose —asin@O@sing  acos®@)’ 

Е = (xg)? + (75)? + (24)? = (6 + acoseé)?, 

С = (xg)? + (9)? + (z§)? =a’, 

Е = Хожь + УфУв + 2050 =0 = VEG - Е? =a(b+acosé). 

92 8 
s= [|[УЕС- Е? dodo = a {dg | (b + acos6) de = 

P1S9SQ2 ф 9 
0, =0=6, 

В: = а(Ф> — 1): (50 + asin 9), = 

=а(ф› — 9) -[5(82 — 6,) + a(sin 6 — sin ®,)] (кв. ед.). 

Чтобы найти площадь поверхности всего тора, нужно в полученное 
выражение для 5 подставить значения ф, =0, ф. =2ж, 0, =0, 

05 = 2x. Получим 

Sonu, = 2ла . 26 = 4п?аф (кв. ед.).



Глава 11 

ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

$1. Поверхностные интегралы первого рода 

1. Определение. Пусть в пространстве имеется квадрируемая 

поверхность (5), на которой задана ограниченная функция 

®(x,y,z). Проделаем следующие операции. 

|. Разбиваем (5) на квадрируемые части (5,), (52), °°, 

(S,) с площадями 51, Sz, -*-, S,. Пусть 4, — диаметр (5,). 

А, = max{d; } (Л. — ранг дробления). 
Е 

2. В каждой части (S,), k =1,n, берем произвольную точку 

(хк,Ук,<к) и вычисляем в ней значение функции Ф ‚т.е. находим 

P (Xn Ук, к). 

3. Умножаем найденное значение функции на площадь 5, 

соответствующей части поверхности: Ф(х, ‚У, <): 9, K=l,n. 

4. Складываем все такие произведения. Получаем сумму 

п 

с = YD D(X, Ух Ze) > Sy 
k=! 

(с — интегральная сумма Римана). Отметим, что значение суммы с 

зависит, вообще говоря, как от способа разбиения поверхности (.S) 

на части (5,), Е =1,n, так и от выбора точки (x,,y,,2,) на (5%). 
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Рис. 11.1. К определению поверхностного 
интеграла первого рода 

5. Измельчаем дробление так, чтобы 7A 0, и ищем lim с. 
— 

Если существует конечный предел / = lim с и этот предел не 
> 

зависит ни от способа разбиения поверхности (5) на части (S,), 

ни от способа выбора точек (х„,‚Ук, <») на (S;,), то его называют 

поверхностным интегралом первого рода от функции Ф(х,у,г) по 

поверхности (5) и обозначают символом 

I = |[Ф(х,у,2) 45. (1) 
(5) 

2°. Теорема (о существовании и вычислении поверхностного 
интеграла первого рода). 

1. Пусть поверхность (5) задана параметрическими уравнени- 

ями 

x = х(и, у), 

sy =У(и, у), 

|< = z(u,v), 

где x(u,v), y(u,v), (и, у) есть функции, заданные в области (А) 

плоскости Ouv, непрерывные там и имеющие непрерывные час- 

тные производные х/, х›, уу, Yo, Zero, причем (А) разлагается 

на конечное число частей, в каждой из которых отличен от нуля 
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, м x , , 

хотя бы один изтрех определителей A, В, С матрицы [ и Yu a 

Xy у, <, 

Уи 2u и Хи Хи Vu 
(А = , ^ |? = , |? = , , ). 

Vy zy xy ay x, У, 

2. Пусть функция Ф(х,у,<) определена и непрерывна на по- 

верхности (5). Тогда J = | ФС, у,<) 45 существует и выражается 

(5) 

через обыкновенный двойной интеграл по формуле 

[Ф(ьу, 0 а = [[Ф(ж(и, ушу, аи, )) VEG — F? dudv. (2) 
(5) (4) 

B (2) 
2 2 2 2 2 Е = (хи)* + (vu)? + (Zu)? > G = (x5)? +O)? + (&)°, 

Е =Хи * Ху + Уи Vy + и 5. 

}» Заметим, что двойной интеграл 

I, = [J P&G), xv), (и, vy) WEG — Е? dudy , 

(A) 

стоящий в правой части равенства (2), существует, ибо подынтег- 

ральная функция в нем есть функция непрерывная в (A). 

Составим сумму Римана с для I = ||Ф(х,у, 2) 45 . Для этого 
(5) 

надо разбить поверхность (5) на квадрируемые части (5,). Такое 

разбиение мы осуществим, разбив произвольной сетью простых 

кривых область (A) на части (A,). Дело в том, что разбивая (A) 

на части (A,;) с площадями № (k= 1,1), мы тем самым разбива- 

ем (5) на части (5%) с площадями 5, (К =1,n), причем 

S, = [| УЕС - Е? dudv. (3) 
(4%) 

Применяя к двойному интегралу, стоящему в правой части (3), 
частный случай теоремы о среднем, получим 
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S, = VEG - Pl й , F,, где точка (u,,v¥,) €(A,). 
"(ик 

Выборточки (X,,¥,,2%,) на (S;,) мы осуществим, взяв произволь- 

ную точку (ик, у, ) в (Ау) и положив X, = х(и,,у,) , Ух =V (Uy), 

< = Z(u,,v,). Тогда 

п 

с = SY D(X Ук, <) Sy = 
k=) 

= YO (a %4)-Wuus%4) zee MD]: VEG — F?| ° Fy. 
(-) (ик) 

Сумма, стоящая здесь в правой части, похожа на сумму Римана для 

двойного интеграла ., , но таковой не является, ибо точки (их, у, ) 

и (U,,V,), вообще говоря, различны. Желая доказать существова- 

ние J, мы не сможем ограничить выбор точки (и’,у,), положив 

Ик =Ик, У, = Vy. Составим сумму 

п 

с, = УФ[х(и,, 9), У), (к, )|- YEG - Е? ай 
k=] ) (ity Vp 

Это уже настоящая сумма Римана для двойного интеграла J,, 

и потому o, > ./., при A, > 0 (здесь A, — ранг дробления области 

(A) ). Ясно, что при A, > 0 будет A > 0. Можно доказать и обрат- 

ное: если ^>0, тои A, 0, так что соотношения A, >0 

и ^>0 — равносильные. Значит, o, OJ, при А 50. 

Имеем 6=06,+(0-0,). Отсюда видим, что теорема будет 

доказана, если показать, что (O — O,) rary 0. 

Имеем 

с-с. = > (x(u, Ves (Ик, Ук), Zug Vy )) ~~ 

Е. 
() (ик Ук) 

- (хи, У), |. VEG - Е? 
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Положим 

Ф[х(и, у), у(и, у), =(и,у)] = yu, Vv) 

° В = Sh. Тогда 
(5) (мук) 

2 
и вспомним, что J EG- F 

o-0,= У lve re) VG -WI]-S 

Возьмем &>0 — любое, сколь угодно малое. Отметим, что 

функция w(u,v) к С(А), как суперпозиция непрерывных функ- 

ций. Следовательно, w(u,v) равномерно непрерывная в (A) 

(см. теорему Кантора). Поэтому взятому =>0 отвечает 6>0, 

зависящее только от = , такое, что для любых двух точек (u’, у”) 

и (м”,у”) из (A), для которых р((м’,у’), (м”,у”)) <5, будет 

у(м”, у”) -— wu’, v’)| < $ (здесь 5— площадь поверхности (5)). 

Считая дробление области (А) таким, что A, <5, будем иметь 

—_ — & 
WHE %) — Ук, < Ss k= Nh. 

n 

И потому |o-o,|< 55 -S, ==. Так как неравенство |o -с,| <& 

получено нами лишь при условии, чтобы было A, <6, то заклю- 

чаем, что (©-с,) =? 0, а это и требовалось доказать. +4 
.> 

Частный случай. Пусть поверхность (5) задана уравнением 

z= f(x,y), где f(x,y) — функция, определенная и непрерывная 

в области (D) плоскости Oxy и имеющая там непрерывные 

частные производные /,(х,у), Л,(х,У). Тогда для любой функ- 

ции Ф(х,у,<), непрерывной на (5), поверхностный интеграл 

первого рода ||Ф\(х, у, <) 45 существует и выражается через обык- 
(5) 

новенный двойной интеграл по формуле 
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[= ||Ф(х,у, 2) 45 = 

(5) " 

, 2 , 2 ~~ 

= Jol», Fn] Yl + (KOs) +(fy(x,y)) dxdy. (2) 
(D) 

(Отметим, что (D) есть проекция (5) на плоскость Oxy.) 

} В этом случае параметрическими уравнениями поверх- 

х=х, 

ности (5) будут 3 у=у, хи у— параметры. Матрица 

|< = f(x,y), 

[- у, 1] ( 0 ar 
xy Vy &) OT Ky 

E=1+[fi(x,y)!, б=1 +(e»). Е = Л,(х,у) - fy). 

Значит, 

ЕС - Е* = (1+ /;^) 1+ fy?) - Л.Л? =1+ FO YF Sr (GY), 

и, следовательно, 

Г= [fo x,y,z) 45 = 

(S) 

> 2 > 2 = ff o[x,y, f(x,y)]- yl + (1: (х,у)) + (1,(%,у)) dxdy. 4 
(Dy 

Замечание. Непрерывность функции P (x,y,z) на (5) является 

достаточным, но не необходимым условием существования 

||Ф(х,у,) 45. Можно доказать, что поверхностный интеграл 
(5) 

JJ®(x,y,2)dS существует, если существует двойной интеграл, 
(5) 

стоящий в правой части равенства (2). Существование же двойно- 
го интеграла, как мы знаем, не исчерпывается классом непрерыв- 
ных функций. 
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3°. Свойства поверхностного интеграла первого рода. 

Приводимые ниже свойства поверхностного интеграла перво- 
го рода аналогичны уже известным нам свойствам двойного 
интеграла. Поэтому мы ограничимся лишь перечислением неко- 
торых из них, не останавливаясь на доказательствах. 

1. || 45 =5, где S— площадь поверхности (5). 
(5) 

2. ||м-Ф(х,у, =) 45 =а || Ф(х,у,2) 45, где а — постоянное 
(5) (5) 

число. 

3 [|[Ф(%,у, <) +4 (x,y, 2] 45 = ||Ф(х,у, д а5 || 4 (x,y,z) 45. 

(5) (5) (5) 

4. |[Ф(х,у, 2) 45 + || Ф(х,у,2)45 = ff (x,y,z) 45. 
(5) (5) (570 ($) 

5. || Ф(х,у,<) dS < | 4(х,у,=) 45, если (x,y,z) <Ч(х,у, <) 

(5) (5) 

на (5). 

6. ||| Ф(х,у, <) aS 
(5) 

< |||Ф(х,у, 45. 
(5) 

7. Теорема о среднем значении. Если функция Ф (x,y,z) е C((S)), 
то на (5) найдется хотя бы одна точка (&,1,С) такая, что будет 

|] Ф(х,у, =) 45 = 5.Ф (51,0). 

(5) 

4. Физическое истолкование поверхностного интеграла первого рода. 

Задача. Пусть имеется поверхность (.5)‚ на которой с извест- 
ной поверхностной плотностью р(х,у,) распределена масса, 

причем функция p(x, y,Z) предполагается непрерывной на (5). 

Требуется найти массу т этой материальной оболочки. 

Решение. Для вычисления массы т поступаем уже знакомым 
нам образом. Разбиваем (5) произвольным образом на части 

(S,), k= In. Пусть d, — диаметр (5,), A= паха» } - Считаем 
=1," 

элементы (5,) столь малыми, что в пределах (S;,) поверхност- 

ную плотность распределения массы можно считать постоянной, 
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равной p(X,,y,,Z%,), где точка (X,,y,,2%,) — любая, принадле- 
жащая (S,). Тогда масса Am, К-го элемента материальной обо- 
лочки будет приближенно выражаться формулой 

Am, (Xp, Ук, <) Sy где у — площадь (5%). 

Масса т всей материальной оболочки будет приближенно выра- 
жаться суммой, состоящей из п слагаемых 

п 

m= У (Хк, Ук, ак). (*) 
k=l 

Интуитивно ясно, что чем мельче участки (5,), тем меньше 

ошибка, которую мы делаем, считая участок (5,) однородным. 

Поэтому за массу т материальной оболочки естественно принять 

предел суммы (*) при А > 0, т.е. 

п 

т = lim Ур(х VerZe) Se = |[р(х,у,2) 4$. 
А>0 kel ($) 

Таким образом, мы можем истолковать поверхностный интег- 
рал как массу материальной оболочки, рассматривая подынтег- 
ральную функцию как поверхностную плотность распределения 
массы. Такое истолкование возможно для любой непрерывной 
и неотрицательной функции. 

5°. Механические приложения поверхностных интегралов первого 

рода. Если поверхность (.S) отнесена к прямоугольной системе коор- 

динат, то, зная поверхностную плотность p(x, y,z) распределения 

массы, мы можем выразить статические моменты материальной 

оболочки (.S) относительно координатных плоскостей по формулам: 

М ху = ру, =) = 45, М хе = [[р(х,у, ay 45, 

(5) (5) 

М уг = [Jp (x,y,z) х45. (4) 

(S) 

Соображения, с помощью которых мы приходим кэтим формулам, 
совершенно такие же, как и в случае плоской фигуры. 

Координаты центра масс материальной оболочки выражаются 

формулами: 

ха, у. = Ма, z=, (5) 

m m m 

где т — масса оболочки. Если оболочка однородная (р = const ), 

то формулы принимают вид: 
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= [х45, ye == [у45, z= = [[245, (6) 

Sis ) 5 ($) 5 ($ 

roe ‚5 — площадь оболочки. 

Моменты инерции материальной оболочки относительно коор- 

динатных осей выражаются формулами: 

Г: = [[р(х,у,5) (0? + 2) 45, Г, = [[р(х,у,2) (х? + 22) 45, 
(5) (5) 

2. y2 Г. = [[р(х,у,2) (x? + y?)dS, (7) 
(S) 

а момент инерции относительно начала координат (полярный 
момент инерции) — по формуле 

Го = [р (ху, 5) (<? +y? +22) а$. (8) 
(5) 

Формулы (4) — (8) получаются на основании соответствующих 
определений статики для системы материальных точек в простран- 
стве. На подробном повторении этих определений и рассуждений, 
приводящих к указанным формулам, останавливаться нет надобно- 
сти: читатель без особого труда проделает все это самостоятельно. 

Пример 1. Вычислить массу т куска поверхности, отсеченного 

плоскостью z=! от параболоида вращения 2 =х? + y*, если 

поверхностная плотность в каждой точке пропорциональна рас- 

стоянию этой точки от плоскости Оху, т.е. р=К-<. 

Решение. Для искомой массы имеем формулу 

т = [|245 = [| keds. 
(5) (5) 

. | , 
У Hac поверхность (S) задана формулой < = 5 (x +y*) => Ze =X, 

&, = y. Jlerko видеть, что область (р) ‚т.е. проекция (5) Ha плос- 

кость Oxy, есть круг x? +у? <2, а потому 

m= [keds == [f(x нуна? +9 dedy = [И dp = 
(5) 2 (6) 

2kn v2 2 
= tr? rd =| "| bef? — a= 

$. rdr=tdt 
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V3 

к-т. _ 2h 41) 
5 3 ' 5 3 5 3 15 

Пример 2. Вычислить координаты центра масс однородной 

оболочки полусферы x? +у? +=? =a’, расположенной над плос- 

костью Оху. 

Решение. Легко понять, что центр масс этой оболочки лежит 

на оси Oz. А это означает, что x. =0 и у. =0. Следовательно, 

нам остается вычислить лишь <. . 

Так как оболочка однородная (p=const), то для <. имеем 

формулу 

=— < [45. 
5 (5) 

х 
Из уравнения z = Ja? -х? -у? находим 27. =—-—, 2, = -2. Сле- х г у г 

а 
довательно, У + (54)? +(z),)? = = А тогда 

||=45 = [[@dxdy =а. па’, 
(5) (D) 

ибо (D) есть круг х?+у? <а?.У нас 5 =2na? (площадь полусфе- 

ры). Поэтому 

52. Поверхностные интегралы второго рода 

1°. Сторона поверхности. Пусть (5) — поверхность, имеющая в 

каждой точке касательную плоскость, положение которой непре- 
рывно меняется вместе с точкой касания. Тогда в каждой точке 

поверхности (.S) существует нормаль, которой можно приписать 

определенное направление (одно из двух возможных). 
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(S) №М (K) 

Рис. 11.2. К, определению Рис. 11.3. K определению 
стороны поверхности стороны поверхности 

Выберем на (.5) точку Му и проведем на (5) какую-нибудь 

линию (К), проходящую через точку Му и не пересекающую 

контура поверхности (5) (см. рис. 11.3). Проведем в точке Му 

нормаль к (5) и припишем ей определенное направление. Пусть 

точка М движется вдоль по (K), выходя из точки Му. Проведем 

в точке М нормальк (S), приписав ей в начальный момент (когда 

точка М совпадала с точкой Му) то направление, которое имела 

нормаль в точке Му, а в остальные моменты — то направление, 

в которое непрерывным образом переходит исходное. Таким 

образом, в каждой точке (К) мы получим определенное направ- 

ление нормали. 

Пусть, в частности, линия (К) замкнута. Тогда мы можем по 

этой линии возвратиться в точку Му и прийти туда с определен- 

ным направлением нормали, которое может совпадать с исход- 

ным, а может быть и противоположным ему. 

1. Если существует хотя бы один замкнутый контур (К), 

исходящий из точки Му и возвращающий нас туда с направлени- 

ем нормали, противоположным исходному, то поверхность назы- 

вается односторонней. Классическим примером такой поверхнос- 

ти является так называемый лист Мёбиуса (см. рис. 11.4). Модель 

ее можно получить, если прямоугольный кусок бумаги ABCD, 

перекрутив один раз, склеить так, чтобы точка A совпала с точкой 

С, а точка В— с точкой D. Если полученное перекрученное 

кольцо начать красить в какой-либо цвет, то можно, не переходя 

через его границы, покрасить все кольцо этим цветом. (Мы 

в дальнейшем такие поверхности рассматривать не будем.) 
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Рис. 11.4. К. определению односторонней поверхности 

2. Если, каков бы ни был замкнутый контур (К), проходя- 

щий через точку Мо, обход по этому контуру возвращает нас в 

точку Му с направлением нормали, совпадающим с исходным, 

то поверхность называется двусторонней. 
Пусть (5) — двусторонняя поверхность. Возьмем на (.S) точку 

Mo и проведем в этой точке направленную нормаль. Возьмем затем 

на (5) другую точку М и соединим Му c М какой-нибудь линией 

(/), лежащей на (S) и не пересекающей контур поверхности (5). 

Если перейти из точки Му в точку М вдоль (/) и при этом 
непрерывным образом менять направление нормали, то мы придем 

в точку М с вполне определенным направлением нормали. Отметим, 

что это направление не зависит от выбора линии (/). Действитель- 

но, если бы два различных пути (/) и (Г) приводили нас из точки 

Му в точку М с двумя различными направлениями нормали, TO 

замкнутый путь Мо(М (Г)Му приводил бы нас в точку Му 

с направлением нормали, противоположным исходному. А это не- 

возможно, ибо поверхность (5) двусторонняя. Таким образом, 

выбор направления нормали в одной точке двусторонней поверхно- 

сти однозначно определяет выбор 

( направления нормали во всех ос- 

тальных точках этой поверхности. 

и < (Эти направления переходят друг 

в друга при непрерывном переме- 

щении точек.) Будем говорить, что 

указанные направления нормалей 

Рис. 11.5 согласованы друг с другом. 
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Совокупность согласованных друг с другом направлений HOp- 

малей к поверхности (5) определяет сторону двусторонней по- 

верхности. 

Пример. Простейшим и наиболее важным примером двусто- 

ронней поверхности является поверхность (5), заданная явным 

уравнением z= f(x,y), где f(x,y) непрерывна в области (р) 
и имеет там непрерывные частные производные р = fy (x,y) 

и 9 = Л,(х,У). В этом случае направляющие косинусы нормали 

к поверхности (.5) имеют выражения: 

С0$ 0 = Лк) - , 

+l + (AC)? + (св, у)) 

cosB = Лу(х,у) a 

++ (f(xy) + (1:65) 
-1 

cosy = 

++ (7265) +(e) 

Выбрав перед радикалом определенный знак, мы тем самым 

устанавливаем во всех точках поверхности (.5) определенное 

направление нормали. Так как направляющие косинусы, в силу 

сделанных предположений, будут непрерывными функциями ко- 

ординат точки, то и установленное направление нормали будет 

также непрерывно зависеть от положения точки (направления 

нормали в точках поверхности (5) будут согласованы друг с 

другом). Следовательно, выбор знака перед радикалом в форму- 

лах для cosa, cosB, COSY определяет сторону поверхности (5). 

Если взять перед радикалом знак минус, то во всех точках 

—| 

- J+ (fey) + (есь) 
тельным, т.е. угол, составленный с осью Oz нормалью соответ- 

поверхности cosy = будет положи- 

ствующей выбранной стороне поверхности (5), будет острым. 

Эта сторона поверхности называется верхней, а противополож- 

ная — нижней. Нижняя сторона поверхности (5) характеризуется 
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направлениями нормалей, составляющими с осью Ог тупые 

углы. (Нижней стороне поверхности (5) отвечает выбор перед 

радикалом, в формулах для cosa, cosB, COSY знака плюс.) 

2°. Определение поверхностного интеграла второго рода. 

Пусть (5) — двусторонняя поверхность, проектирующаяся на 

плоскость Оху в область (2), ограниченную простой кривой. 

Пусть на (5) задана ограниченная функция P(x, y,z). Выберем 

определенную сторону поверхности (5) и проделаем следующие 

операции. 

1. Разобьем (5) на части (51), ($5), ..., (S,) при помощи 
линий, которые проектируются на плоскость Оху в простые 

кривые, разбивающие (D) на части (D,), (D>), ..., (D,) с пло- 
щадями В, К, ..., F,. Пусть 4 — наибольший из диаметров 

(5%) , k= I, п. 

2.В каждой части (S,) берем произвольную точку 

М (хь,Ук,<ь) и вычисляем в ней значение функции Ф, т.е. 
находим Ф(х,,Ук,<и). 

3. Умножим найденное значение функции на площадь F, , 
снабженную знаком плюс, если нормаль, проведенная к поверх- 

ности (5) в точке Ny, и направленная так, как это соответствует 

выбранной стороне поверхности (S), образует с осью Oz острый 

или прямой угол и снабженную знаком минус, если этот угол 

тупой. Получим: в случае а) Ф(х,,у,,<,)-ЁР (рис. 11.6, a); 
в случае 6) Ф(х,,у,,<,):(-ЁР) (рис. 11.6, 6). 

4. Складываем все такие произведения. Получим своего рода 

интегральную сумму с. Отметим, что значение суммы с зависит, 

вообще говоря, как от способа разбиения (5) на части (S,), так и 

от выбора точки М№,(х,,У,,<,) на (5,). 

5. Измельчаем дробление так, чтобы А, 0, и ищем lim с. 
=> 

Если существует конечный предел 7 = limo и этот предел не 

зависит ни от способа разбиения (5) Ha части (5,), ни OT 

способа выбора точек N,(x,,y,,2%,) на (5,), то его называют 

поверхностным интегралом второго рода от функции Ф(х,у,<) по 

выбранной стороне поверхности (5) и обозначают так: 

JJ Ф(х,у, 2) dxdy 
(S) 
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Рис. 11.6 

(сторона поверхности должна быть указана особо). 

Замечание 1. Если вместо плоскости Оху проектировать эле- 
менты поверхности (.5) на плоскости Oyz или Ozx, то получим 
два других поверхностных интеграла второго рода: 

Пес дам, J] (x,y,z) ded. 
(S) (S) 

B приложениях чаще всего встречаются соединения интегралов 

всех этих видов. 

[| Рбь,у, =) dydz + Q(x, y,z) агах + В(х,у, <) dxdy, 
(5) 

где P(x,y,z), O(x,y,z), R(x,y,z) есть функции, определенные 

в точках поверхности (5). Подчеркнем еще раз, что во всех случаях 

поверхность (,S) предполагается двусторонней и что интеграл pac- 

пространяется на определенную ее сторону. 

Замечание 2. При перемене стороны поверхности, по которой 

ведется интегрирование, интеграл меняет знак. (Это следует из 

самого определения поверхностного интеграла второго рода.) 

3°. Существование и вычисление поверхностного интеграла вто- 

рого рода. 

Теорема 1. 1. Пусть поверхность (5) задана уравнением 

г = /(х,у), где f(x,y) определена, непрерывна и имеет непре- 

рывные fy(x,y), Sy, У) в области (р), лежащей в плоскости 

Оху и ограниченной простым контуром (тогда различные сторо- 

ны поверхности (5) суть верхняя и нижняя.) 
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2. Пусть функция (x,y,z) непрерывна на (5). Тогда 

I = [[ (x,y,z) dxdy существует и выражается через обыкновен- 
(5) 

ный двойной интеграл так: 

cr) ФС, у, <) dxdy = ]х(х, у, f(x,y))dxdy ‚ если интегриро- 
(5) (2) 

вание ведется по верхней стороне поверхности (5); 

В) ]Ф(х,у, г) 4хау = - [| Ф(х,у, Л(х,у))ахау , если интегриро- 
(5) (2) 

вание ведется по нижней стороне поверхности (S). 

№ Достаточно рассмотреть случай, когда интегрирование ве- 

дется по верхней стороне поверхности (5). Отметим, что двой- 

ной интеграл 

Г. = || Ф(х,у,Л(х,у))@хау , 
(0) 

стоящий в правой части формулы с), существует, ибо подынтег- 

ральная функция в нем есть функция непрерывная в (р). Соста- 

вим интегральную сумму с для Г: 

п 

с = VOX ere). 
k=l 

Здесь Z, = f(X,,,)- Значит, 

сб = УФ(иь, кин). Fy, 
k=! 

Сумма, стоящая здесь справа, есть интегральная сумма Рима- 

на для двойного интеграла Г,. Так как Г, существует, то o > Г, 

при A, >0 (здесь A, — ранг дробления (D)). Можно доказать, 

что (A, 0) <=> (^-0). Следовательно, o > J, при > 0,т.е. 

Г= lim с существует и равен /,, а это и требовалось устано- 
> 

ВИТЬ. < 

Замечание. В дальнейшем поверхность (5), удовлетворяю- 

щую условиям теоремы 1, будем называть поверхностью вида (1). 
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I | 
Рис. 11.7. К. теореме | Рис. 11.8. К теореме 2 

Теорема 2. Пусть (S) — цилиндрическая поверхность, образу- 

ющие которой параллельны оси Oz, а направляющей является 

простая кривая, лежащая в плоскости Оху. (Такую поверхность 

впредь будем называть поверхностью вида (П).) Тогда для любой 

функции Ф(х,у,=) ‚ определенной на (5), J = ||Ф(х,у, 2) dxdy 
(5) 

существует, причем ||Ф(х,у, <) ахау =0. 
(5) 

Утверждение теоремы 2 очевидно. 
Впредь мы будем рассматривать только такие поверхности, 

которые разлагаются на конечное число частей указанных двух 
типов (Г) и (П). 

4°. Связь между поверхностными интегралами первого и второ- 
го рода. 

Теорема. Пусть (5) — двусторонняя поверхность, которая раз- 

лагается на конечное число частей видов (Г) и (II). Пусть 

функция Ф(х,у,<) непрерывна Ha (.5). Тогда 

JJ ®@y,2) dxdy = JJ @@,y,z) cosy аъ. (*) 

(S) (S) 

Здесь интеграл слева берется по определенной стороне поверхно- 
сти (5); Y — угол между осью Oz и тем направлением нормали 

к (5), которым характеризуется сторона поверхности (5), по 

которой берется интеграл, стоящий в левой части равенства (*). 
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№ 1) Если (5) — цилиндрическая поверхность вида (II), то 

формула (*) очевидна. Обе части формулы (*) равны нулю. Левая 

часть равна нулю по теореме 2, а правая часть равна нулю, так как 

cosy = 0 в любой точке поверхности (5). 

2) Пусть (5) — поверхность вида (1), т. е. (5) задана уравнени- 

ем г= /(х,у), где f(x,y) определена, непрерывна и имеет 

непрерывные /.(х, у), Si, У) вобласти (D), лежащей в плоско- 

сти Оху и ограниченной простым контуром. Для определенности 

будем считать, что мы интегрируем по верхней стороне поверхно- 

сти (5). 
Выразим оба поверхностных интеграла через двойной интег- 

рал. Имеем 

Tres, = | Ф(х,у,2) dxdy = || Ф(х,у, f(x,y) dxdy, 
(5) (2) 

Гправ. = || Ф(х,у, =) cosyds = 
(5) 

| 
= ® (x,y, f(x, y))- 

| 4 + (£2? + (71? 
fl + (62)? + (11)? dxdy = 

= ]Ф(х, у, Л(х, у)) dxay . 

(р) 

Таким образом, убеждаемся, что /[лен, = Гправ.. $ 

Совершенно аналогично в справедливости равенства (*) мож- 

но убедиться, когда интегрирование ведется по нижней стороне 

поверхности (S$). В общем случае надо разложить (5) на части 

указанных двух видов (Г) и (II). 

Замечание. Аналогично устанавливается, что 

ff @,y,2z) dydz = || Ф(х,у, =) с05 45, 
(5) (5) 

|| Ф(х,у, =) dzdx = ff (x,y,z) cosBdS . 

(S) (S) 
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§3. Формула Стокса 

1) Пусть (5) — двусторонняя поверхность, которая разлагает- 

ся на конечное число частей видов (I) и (II). Пусть (5) ограниче- 

на контуром (/), который проектируется на плоскости ху и xz 

в простые кривые. 

2) Пусть функция P(x,y,z) определена, непрерывна и имеет 

oP OP 
непрерывные частные производные ay И 9: на (5). Тогда 

oP 
[Si dede “Ry 2% = фР(х,у,=) dx (1) 
(59 (1) 

((1) — малая формула Стокса). 

В формуле (1) интеграл слева берется по определенной сторо- 

не поверхности (5). В интеграле справа интегрировать по (/) 

надо так, чтобы наблюдатель, движущийся по (/) в направлении 

интегрирования (и расположенный так, чтобы нормаль, соответ- 

ствующая выбранной стороне поверхности (.5) , проходила у него 

от ног к голове) видел (5) справа от себя. (Это правило приспо- 

соблено к левой системе координат. Для правой системы коорди- 

нат интегрировать по (/) нужно в обратном направлении.) 

} |) Пусть (5) задана уравнением z= f(x,y), где функция 

S(x,y) определена, непрерывна и имеет непрерывные частные 

производные //(х,у), Л,(х,У) в области (р) , лежащей в плоско- 

Az 

AZ 

(7 
О x 

| | х 

(1) y a —^ 
| | 

Зо, 
Рис. 11.9. К. формуле Стокса Рис. 11.10. К формуле Стокса 
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CTH Oxy и ограниченной простым контуром (К). Для определен- 

ности будем считать, что интегрирование идет по верхней сторо- 

не поверхности (.5). 

Пусть Г= [soe de - 5 ddy. Выразим / поверхностным 
(59 у 

интегралом первого рода: 

I= (есь cosy las. 
(S) ду 

Перейдем теперь к двойному интегралу. Имеем 

= 2’ созВ = a 2 + 1+ (72? +4) - 1+ (02 +) 

(перед радикалом знак минус, ибо интегрирование ведется по 
верхней стороне (5)). Тогда по формуле перехода к двойному 

интегралу, получим 

cosy = 

— Г 

Г = Po(x,y, S(x,y) Z = 

4 yl + (fx)? + (fy) 
а 

| 

м + (122 +0. 

= - [РЕ (х,у, (ху) - Лу) + Py (xy, f(x, »))] - dxdy . 
(D) 

Введем в рассмотрение функцию P(x, у) = Р(х,у, Л(х,у)). Имеем 

ЭР” 

ду. 

- Ре(х,у, f(%,9)): fl + (02? + (11)? dxdy = 

= Рух, у, Л(х,у)) + PLY L(Y) HY). 

А тогда | = Ра. Применим сюда формулу Грина. Будем 
ду (р) 

иметь / = $P dx .(3necb интегрирование по (К) ведется в направ- 
(К) 

лении, оставляющем область (D) справа.) 
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¢ 

Остается показать, что ФР dx = $ Pax. Для этого составим 
(К) (/) 

интегральную сумму Римана для $ Pdx. Разобьем (/) точками 

(17) 

М. (хь,Ук,<и) на части и пусть 

п-1 

б = Dy PX Ve 2) (Хун — Xx), 
k=0 

Но <; = f(%,,¥,), ибо точка M, лежит Ha поверхности (5). 
Поэтому 

п-1 п-1 

б = Ру ))(хьы — Хь) = DP Ie) eet — Xx), 

Сумма, стоящая здесь справа, есть интегральная сумма Римана для 

интеграла $P (x,y)dx, Значит, в > ¢ P’(x,y)dx при № 0, где 
. (К) (К) 

А — ранг дробления (К). Заметим, что если А, — ранг дробления 

(Г), то (№ 30) < (A-0). (Это можно доказать.) Поэтому 

с > $Р'(х,у) 4х при ^->0. А так как <-——>$Р(х, у, 2) dx, то 
(К) а 

получаем фР dx = $ Pax , 
(К) (/) 

2) Пусть (S) есть ограниченный контуром (/) кусок цилинд- 

рической поверхности, образующие которой параллельны оси 

Oz , а направляющей служит простая кривая, определяемая урав- 

нением y= Q(x), и лежащая в плоскости Oxy (см. рис. 11.11). 

Пусть (5) проектируется на плоскость Охг в область (D), огра- 

ниченную простым контуром (К). Имеем [J axdy = 0 (см. тео- 
. (S) у 

рему 2 предыдущего параграфа). Поэтому формула (1), которую 
нужно доказать, имеет в этом случае вид 

ff oF дах = фР(х, у, =) dx. (1) 
(5) 92 (0 
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Az K 

lo os |.’ 

9 x 
L—(/) 

bla у=Ф(х) 

Рис. 11.11. К формуле Стокса Рис. 11.12. K формуле Стокса 

Здесь | Р/(х,у, <) dzdx = iJ Py(x,@ (x), <) асах. Мы интегрируем, для 

(5) (D) 

определенности, по той стороне поверхности (5), нормаль Ha 

которой образует с Оу острый угол. Поэтому интеграл справа взят 

со знаком плюс. Положим P(x,@(x),Z) = Р“(х,<). Имеем 

ЭР _ oP" . Поэтому аа = = ЭР даж. К двойному интег- 
OZ _ Oz. (5) ? (D) 95 

ралу, стоящему в правой части последнего равенства, применяем 

формулу Грина. Получим 5-4 = фР(х, <) dx . Здесь интег- 
(5) (К) 

рирование по (К) производится в том направлении, которое ос- 

тавляет область (2) справа. Этим и объясняется отсутствие знака 

минус в формуле Грина. 

Остается доказать, что фР "(x,z) dx = фР(х,у, =) dx. Это дела- 
(К) (1) 

ется так же, как и в случае 1). 

3) Если (5) разлагается на конечное число частей рассмот- 

ренных двух видов, то нужно написать формулу (1) для каждой 
такой части, а затем сложить полученные результаты. Криволи- 
нейные интегралы по разбивающим кривым придется брать дваж- 
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ды в противоположных направлениях. Следовательно, они исчез- 

нут, и мы получим формулу (1) в этом общем случае. 4 

Отметим, что более общих поверхностей мы рассматривать не 
будем. 

Замечание. При соответствующих условиях, накладываемых 

dQ на функции Q(x,y,z), R(x,y,z) и их частные производные 5х? 
x 

90 OR OR 

OZ” ax’ ду ‘ 

ваемых на двустороннюю поверхность (,5') H €€ контур (/), совер- 

шенно аналогичным образом устанавливаются формулы: 

ff So aeay - SE ме = $O(x,y,2)dy, (2) 
(59 (/) 

а также при соответствующих условиях, наклады- 

jeu de - SS ded = = §R(x,y,z) dz (3) 
(5)? (/) 

(формулы (2) и (3) получаются из (1) круговой перестановкой). 

Пусть имеются три функции P(x,y,z), О(х,у,г), R(x,y,Z)> 

непрерывные вместе с oP ОР 90 90 OR oR 
PEP dy’ az’? ax’ az’ ax’ oy 

ности (S). Пусть (5) — двусторонняя поверхность и (/) — ее 

на поверх- 

контур. Выберем на (.5) определенную сторону и направление 

интегрирования на (/) так, как было указано выше. 

Пусть верны все три формулы: (1), (2), (3). Тогда, сложив 
соответствующие части этих формул, получим большую формулу 
Стокса: 

$ Pdx + Ody + Rdz = 
(0 

9О ЭР dR 90 

о «(E82 aya (S) 

ЭР OR (2-2) eae (4) 

Заменяя в (4) поверхностный интеграл второго рода поверхност- 
ным интегралом первого рода, получим формулу Стокса в виде 

$ Pdx + Qdy + Rdz = 
(/) 
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aR 90 ЭР OR aQ ЭР 
и SESE come BEF coy. 

Формулу (5) часто пишут в символической форме 

cosa cosB cosy 

$ Pdx + Ody + Rdz = 2 2 2 las. (5) 
i) ox oy д: 

Р О К 
(5) 

В формулах (5) и (5) cosa, созВ, COSY — направляющие косину- 
сы нормали, отвечающей выбранной стороне поверхности (5). 

54. Вопрос о независимости 
криволинейного интеграла в пространстве 
от пути интегрирования 

Пусть в пространстве В? заданы функции P(x,y,z), О(х,у,г), 

дР ЭР 90 90 OR OR 
‚ непрерывные там вместе с —, —, —=, —~, —-, —-. 

Ку, 2) PSP ду 09 дх 9 ох ду 

1. Будем говорить, что функции Р, О, В образуют в В? 

тройку типа “о”, если $ Pdx + Qdy + Rdz, взятый по незамкну- 

тому пути ~AB, не зависит от формы пути (а зависит только от 
концов пути Аи В). 

2. Будем говорить, что функции Р, О, R образуют в R? 
тройку типа “В”, если для любого замкнутого самонепересекаю- 

щегося контура (Г) оказывается $ Pdx + Ody + Raz =0. 
(L) 

Teopema 1. Свойство функций Р, О, К образовывать в про- 

странстве В? тройку типа “а” равносильно свойству образовы- 
вать тройку типа “В”. 

Доказательство аналогично доказательству соответствующего 
утверждения в плоском случае. 

Теорема 2. Для того чтобы тройка функций Р, О, К имела 

в пространстве R? тип “В” (а значит, и тип “а”), необходимо 

и достаточно, чтобы было 
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oP - 22 99 _ oR OR _ oP всюду в R?. (*) 

ду ox oz Эду Ox dz 

» Достаточность. Пусть условие (*) выполнено. Возьмем лю- 

бой замкнутый самонепересекающийся контур (Г) и натянем на 

него двустороннюю поверхность (5). Тогда по формуле Стокса 

$ Pdx + Ody + Raz = 
(L) 

= м 
(5y\ Ox ду ду a Zax 

Поверхностный интеграл, стоящий в правой части, благодаря со- 

отношениям (*) равен нулю. Следовательно, $ Рах + Ody + Raz = 0. 

(L) 

Отсюда, в силу произвольности контура (L), заключаем, что 

Р, О, R есть тройка типа “В” (а значит, и типа “с”) в ВЗ. 

Необходимость. Дано: P(x,y,z), O(x,y,z), R(x,y,Z) — тройка 
типа “В”в R?. Требуется доказать, что всюду в пространстве в? 

выполняются соотношения (*). 

Рассуждаем от противного. Допустим, что условие (*) не 

выполнено. Но тогда найдется хотя бы одна точка (ху, Уз, ), 

в которой нарушается хотя бы одно из равенств (*). Пусть, 

#0. Пусть, для определенности, 
(хо,Уо, 20) 

Az 

например, (22 - =| 

(хо, 0,20) —=х=хо 

(L 

О = 

Рис. 11.13. К теореме 2 
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> 0. Tak Kak 00 и OR — непрерывные, TO, по 
; Oz oy Pep } 

(хо Удо) 

теореме о стабильности знака, заключаем, что существует шар и, 

с центром в точке (хо,Уб,<о) столь малого радиуса р, что во всех 

точках этого шара будет (22 - a) > 0. Tak как U,(X9,¥0,%0) — 

dQ OR 
замкнутый шар и так как (52 - =). С(, (хо, У, 20) , то раз- 

dQ OR _ 
HOCTb 5-5 достигает в и (Хо, Уо, 20) своего наименьшего 

< у 
значения т. Ясно, что т>0. Проведем плоскость х=ху 

и обозначим через (5) круг, являющийся сечением шара 

И (Хо, Уо›20) плоскостью х = ху. Пусть ([) — контур этого круга. 

Выберем на (5) какую-нибудь сторону и направление на (Г), 

соответствующее этому выбору стороны поверхности. По форму- 
ле Стокса будем иметь 

$ Pdx + Ody + Raz = 
(L) 

_ ff(22@_9P oR _9Q 
- (2 se Java «(3 xe de 

Ho (2-5) dxdy =0, (Se - иа =0, ибо (5) — ци- 
(5) (5) ax 

линдрическая поверхность с образующими, параллельными OCH 
Oz. Поэтому 

$ Рах + Оу + Rdz = (5 - 2) dydz . 

(L) (SK 9 
Считая, что нормаль, соответствующая выбранной стороне по- 

верхности (.5), направлена туда же, куда ось Ох, получаем 

168



ибо 

dQ OR dR dQ — > —— — —= 
a oy. бэ OR 

Ho тогда ф Pdx + Ody + Rdz <0, a 3To не так (у нас P, О, В — 
(L) 

тройка типа “В ”). Получили противоречие. Значит, наше предпо- 

ложение, что условие (*) не выполнено, неверно. 4 

Дополнение. Пусть условия теоремы 2 выполнены. Следова- 

S-m в 1, (%,Уо, 20). 

тельно, | Pdx + Оду + Rdz по любому незамкнутому пути _АВ 
_ АВ 

не зависит от формы пути, а зависит только от концов пути. 

Пусть функция u(x,y,z) определена в В? и такая, что 

Р(х,у, <) ах + О(х,у, <) dy + R(x,y,z)dz = du(x,y,Z) , 

т.е. выражение Рах + Ody + Rdz является полным дифференциа- 

лом функции U(x, y,zZ). Тогда 

I = | Pdx + Ody + Rdz = и(хв,Увь в) - и(хлУль А), 
- АВ 

где хи, Уд, 24 — координаты точки A, а хв, Ув, в — координаты 

точки В. 

» По условию, P(x, y,z) dx + O(x,y,z) dy + R(x, y,z) dz = du(x,y, 2). 

Это значит, что 

9 9 9 P(x,y,Z) = =, Q(x,y,2) = sy R(x,y,2) = x 

Следовательно, 

Г = | Pdx + Qdy + Raz = 
AB 

— | ди(х,у,<) dx + ди(х,у,<) ау + ди(х,у,‹) dz. 

4p ox oy 9: 

Для вычисления интеграла / введем параметрические уравнения 

x= (A), 
кривой АВ. Пусть они такие: зу = y(t), ге[р,а], причем значе- 

|< = © (1), 
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нию {= р отвечает точка A, а значению ¢ = g отвечает точка В. 

Будем иметь тогда 

ди(Ф (1), y(t), (1)) _ 4[du(oO,v),0(0) 
r={| ax r+ ду vos 

оО) ala 
9 

Заметив это, рассмотрим функцию Р(й=и(Ф(1,\(,6 (10), 
t=[p,g]. По правилу дифференцирования сложной функции, 

имеем 

ди(Ф (1), (t),0 (1)) 
дх 

ди(ф (t),w(t),@ (1) 
Е” = ay p(t) + (Г) + 

ди(Ф (t),y(t),0 (1)) 
д 

Следовательно, предыдущее выражение для [ принимает вид 

w'(?). 

= | Fat = РО) = F@) - Fle). 

Ho 

Е(а)=и ($ (а), %(а), о (9) =U(XB,Y BZ B)s 

F(p)=u((p), y(p),@(p)) =u(x 4,9 402A) - 

Поэтому [ =u(xp,y¥g,%p—) —U(X4,V 4,2). 4 

Таким образом, мы получили метод вычисления криволиней- 
ных интегралов от полных дифференциалов. 

(111) 
Пример. Вычислить | = [© +zadx+(x+zdy+(x+y)dz. 

(0,0,0) 

Решение. Здесь P=y+zZ, Q=x+2, R=x+ty; 

ЭР _ 909. 909 _9R_,. ЭК _9Р _| 
ду ox ’ oz oy ’ ox % 

Функция и(х,у,&) = ху + уг + ZX такая, что 
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du(x,y,z)=(y+zdx+(x+z)dy+(x+y)dz. 

Поэтому J = u(x, у, вое = u(1,1,1) — u(0,0,0) =3. 

$5. Примеры и задачи 

Пример 1. Вычислить ffzas ‚ где (5) — часть поверхности 
(5) 

x? +42 =2az (а>0), вырезанная поверхностью & = \/х? +у2. 

Решение. Цилиндрическая поверхность x? + z2 =2аг пересе- 

кается с конической поверхностью z= \/х? +у2 по линии (J), 

х? +? = 2aZ, 
>. 9 Исключая < из этой сис- 

z= Vx +y*. 

темы, находим проекцию (/) на плоскость Oxy. Это будет замк- 

определяемой системой 

нутая кривая (К) с уравнением 2х? + у? = 2а./х? +у?. Линия 

(К) является контуром области (р), на которую проектируется 

поверхность (5). Отметим, что (D) является фигурой, симмет- 

ричной относительно обеих координатных осей. В полярной 

системе координат уравнение контура (К) будет таким: 

2а 
r= [+ cos" Заметим, что наименьшее значение аппликаты г 

точек вырезанной поверхности (5) соответствует точкам (-а, 0) 

и (а, 0). Это значение Z =a. Следовательно, все другие значения 

аппликаты Z точек вырезанной поверхности (.5) будут больше a. 

Значит, часть цилиндрической поверхности x? +? = 2az, выре- 

занной конической поверхностью z= yx? + y2, определяется 

уравнением 

=а+\а? -х2. 

Таким образом, на поверхности (5) имеем 
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712а (Ю 

(D) 
ах 

—2a 

Рис. 11.14. К примеру | 

А, #50, flee? + (412 = 

Но тогда 

Г = ||=45 = а [|= + va? — x" dxdy = oll rs aay 
($) (by Ма? -х? Фа? = x? 

Вычислять двойной интеграл станем в полярной системе коорди- 

нат. Принимая во внимание симметрию области (р), а также TO, 

что в симметричных относительно координатных осей точках по- 

дынтегральная функция принимает равные значения, будем иметь 

r 2a 
Г г= 
5 l+cos? ф 

а 
I = 4а| do +1 )rdr= 

0 r=0 | Ja? —r? cos?» 

ud roa 

2 а\/а?-г? с052 ф 2 || 115959 
= 4а| — 5 +— do = 

cos’ ф 2 

nf2 
= 8a? | Г + L 5 |аф = 

о \1+с05°ф (1+с05“ $) 

2 
= 8a? | + dy = 

sin? @+2cos?@ (5т?ф+ 2cos? Ф)? 
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= 8a? | | , sin? Ф+2605° ф- cos » do = 

sin? + 2cos’ ф (sin? » + 2cos? @)? 0 

— 803 i 2 _ cos? ф do = 

о \sin?@+2cos?@ (sin? 9 + 2cos* 9)? 

= 248$ _ 48$ 7 |e = 
o\2+tg?@ (2+tg’Q) 

tg@ tgp _ | № een 
= 8a arct arctg —— -—- = (5 ie ee iss) 

Пример 2. Вычислить Г = ff (х+у+ <) 45, где (5) — поверх- 

(5) 

ность, заданная уравнением х? + у? +27 =a’, #20. 

Решение. Заметим, что (5) — верхняя полусфера радиуса ас центром 

вточке (0, 0, 0) . Следовательно, z = ya? — x? — y? . Имеем 

<, =- = ’ zy =- 2 , 
а? — х? - у? ya? -x? - у? 

yl + (zi)? + (&,)? = Ti =; 
а? -х?-у? 

Г=а +1 ау, 
tits | 

где (2) — есть круг x? + у? <a’. Вычислять двойной интеграл 
станем в полярной системе координат. Будем иметь 

2х r= e 

=а de f (енто а _ 

0 r=0 Va? - r? 
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а? 3 
r=a 

= af (cose + sind | Jaen [ак =2na- > = па". 
а? — г? 

=0 

Пример 3. Вычислить Г = || (х? +?) 45, где (5) — граница 
(5) 

области yx? +у? < 51. 

Решение. Имеем Г = || (х° + y*)dS + || (x? + y*) 45 „где (5) — 
(5) (5) 

боковая поверхность конуса = x? +у?,а (5) — основание 

этого конуса. (5) и (5) проектируются на плоскость Оху в круг 

(D): xre+y2 <i. 

Для поверхности (5): 

х y 2S, 42: 
* Le? + у? у fe? + у? 

2 2 
[GHEY = + =. 

ху?  х+у? 

Поэтому 

= f(x? + y?)dS = V2 ff (x? + у?) иду. 
(S) (D) 

Так как на (5): Jl + (22)? +(z,)? =Л+0+0=1, то 

I, = Го + y*)dS = [J + y*) dxdy . 

($) (0) 

А тогда 

T=1,+1, = (v2 + | [J @? + у’) dxdy = (v2 + | dp { rdr = 
(D) 0 r=0 

=(J2-+1)- 2nd a ehh, 
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Рис. 11.15. К примеру 3 Рис. 11.16. К примеру 4 

Пример 4. Вычислить Г = ff as ( ху ‚ где (5) — граница 

(5) 

тетраэдра х+у+< <1, x20, у>0, z20. 

Решение. Здесь (5) = (бллов) Ч (5ллвс) Ч (5ловс) Ч (5ллос). 

На (5ллов): 2=0, fl +(e)? + (2)? = Л+0+0=1. По- 
этому 

dxd I y=l-x d 

he ff oe afar |’ o 
(балов) (E+ x + ¥) 0 y=0 (l+x+ y) 

1 у=1-х и | 7 
- [(- | ax = [5+ == 

ох И+х+У y=0 о 2 +x 

| — 
-(-}x+ina +29] dx =In2—--. 

x=0 

2) На (Sgygc): Z=1-x-y, 2х =-1, &, =-1, 

Jl + (zi)? + (24)? = 3. 

Следовательно, 

h= [| 45 = ff фхау == 2-5) 
(бллвс) +х+у) (Sa 408) (I+ x+y) 2 
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3) На (Syoac): *=9, Jl + (xh)? + (xt)? = ¥1+0+0 =1. По- 

этому 

&=1-у d 
< 

| 

4 
т, a ° J (1+ y)’ 

= d = d = 

(<S И 4 la» 

! yal 
а --(25+ina+y} = -(-1+In2) =1-In2. 

1+ y=0 

4) На (Syyoc): у=0, yl+0%)? + 0%)? = Л+0+0=1. По- 
этому 

= ff =fax { @ _ 7p, =1-1n2. 
ое (l+x+ 7s; 0 z=0 (1+ x)? 

А тогда 
| l=)],+h+h+13= 3-1 ш2+3- 

2 

Пример 5. Вычислить | = [|245 ‚ где (5) — часть поверхности 

геликоида: (5) 

x = UCOSY, 

sy=usinv, O<u<a, O0<v<2rn, 

[< = У, 

Решение. (5) задана параметрическими уравнениями, и, у — 

параметры. Имеем 

Xi, = COS v, y, =siny, Zz, =9; 

x, = -usinyvy, y,=ucosy, 7 =]; 

Е =(x’)? + (у)? +(z2)? = cos? v+sin? v =]; 
С = (xi)? + (у)? + (24)? = и? sin? учи? cos? v4] =u? +1; 
FHaxixi+yiyy, +22, = ФИЗ vcos у + usin vcosv + 0 = 0; 
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VEG — Е? = Vu? +1. 
Поэтому 

I= [[zdS = [| WEG - Е?диду = 
(5) (A) 

2K 

= [ГУУ + и? dudy = vi +и? du | vdv = 
(A) 0 0 

и=а 

=n? [| Ли? du = к? [ии +in(us Ани} = 
0 и=0 

= (avi +a’ + Inf + VI +a’ )} 

Пример 6. Вычислить Г = [fe?ds ‚ где (5) — часть поверхнос- 

ти конуса (5) 

[x =rcosgsina, 

4y=rsingsina, Osrsa, OS@s2n, @а— постоянная 

|< = rcosa, 

(0<а<5). 

Решение. Имеем 

, =cosgsina, у, =singsina, <, =cosa, 

, . . , . Ё _ ху =—rsingsina, у’ =rcospsina, 2 = 0. 

2q=1, 

G= (x4)? + (ye)? + (25)° = r* sin’ a(sin” + cos? ф) = г? т? а , 

Е = (х^)? + (у)? + (27)? = т? 0(с052 ф + sin? ф) + cos 

— , , , , , | — Е=Х, - Хо + У, Vo +2, < = 

= -гзт? asingcos@ + rsin? asingcosg + 0 =0. 

Следовательно, 

25 г=а 

[= Jr? cos? avr? sin? o афаг = | dp fr cos? a-sinadr = 
(4) 0 r=0 
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2 4 => na‘ 2 
= 2m™COS* ато. д =) Sin a.cos a. 

r=0 

Пример 7. Вычислить Г = || (ху + yz + 2x) dS, где (5) — часть 
(5) 

конической поверхности г = fx? +у? , вырезанная поверхнос- 

тью х?+у” = 2ах. 

Решение. Имеем 

, x , у /\2 2\2 
<х Ss, YS, 1+ (z,)° + (<,) =\2. 

"x? + y? +? у ° ” 

Следовательно, 

Г= [f[(-0 + + x? + y?)- ау, 

/m (D) 

wwe 
где (D) — круг (x - a)? + y? <а*. Ста- 

О нем вычислять / в полярной системе 

x =rcosgq, 
координат. Тогда Уравне- 

у = ГЯп $. 
Рис. 11.17. К примеру 7 

ние контура области (2) будет таким: 

г = 2асозф. Область интегрирования (JD) определяется неравен- 

к п 
——< — 

ствами | 7 =Ф$5, Tocne 3amenbi nepemMeHHbix B / будем иметь 
srs 

n/2 r=2acos 

I= | (singcosg + sing + cosg) do ra = 
72 

J2 к/2 

= | (sin pcos + sin» + cos@) - 1ба* cos* фаф = 
7x2 

= 4/2 а* “I(sin cos! 9 + sin 9 cos" ф+ cos Ф) dp = 4/2 a4 “соб фа, 
—n/2 ~n/2 
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ибо 

д/2 
| (sin pcos’ @ + sin cos* @) dp = - “(сов ф+с05* ф) d с05ф = 

—п/2 —^/2 

=n/2 
__{cos*» й cos’ у 0 
7 6 5 os 

=—n/2 

i? 4 16 Tak Kak Joos’ ody = 2 eos gdp =2 = тс, то 

_ 16 4 _ 64/2 4 Г= 4/2 . — i = 6 а". 

Пример 8 Найти статический момент однородной треуголь- 

ной пластинки X+y+Z=a (x20, у>0, & >20) относительно 

плоскости Оху. 

Решение. Имеем M,, = ||=45, me х=а-х-у. Так как 
(5) 

zal, 2) =-1, fl +i? +5)? = УЗ ›то 
My = С -х- y)v¥3 dxdy = 

(2) 

а у=а-х 

= V3{dx [(a-x-y)dy= 
0 y=0 

а у=а-х 

3] J(a@-x-y)d(a-x-y)= 
y=0 

= fo ХУ 
| 

Вары = Зо ао - 8. в = >] x)*dx = >| @ x)'d(a- x) = -> 5 | 28 
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Пример 9. Вычислить момент инерции J однородной коничес- 

х2 у? 2? 
кой оболочки (5): —+—5-= =0 (05555) плотности ро 

а а b 

x у z-b 
относительно прямой (/): 17070 

Решение. Прямая (Г) параллельна оси Ox , лежит в плоскости Oxz 

и отсекает на оси Oz отрезок длины 65. Пусть точка M(x, y,z) € (5) 

и 4— расстояние от точки M(x,y,z) до прямой (Г). Ясно, 

что 4? =x? +у? + (& - Ь?. Поэтому Г = Ро (г +y? + 
(S) 

+(Z- b)? 45 . У нас 

_ 6 [2.2 a ee В. cog 2 я, бара 
2, A 2, AD 

ее ay, а а 

Следовательно, 

( 2\ 
2, 2 

[= оо? + 6 вн 2) dxdy , 
9 \ ) 

(D) 

где (D) есть круг x? + y? <a’. Станем вычислять / в полярных 
координатах. Будем иметь 

2х r=a 2 

_ Po J ,2 2 2 27, 7 _ [ oY +b [47 +P =) |+ 
r=0 
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= Po ava’ +62 (3a? +62). 

Пример 10. Вычислить I = || (х4у4& + ydzdx + гахау), где 
(5) 

(5) — внешняя сторона поверхности сферы x? + у? +27 =a", 

Решение. Рассмотрим Г = [| <акау. Представим 7 ввиде суммы 

(5) 

Г = [| з4хау + || zdxdy. Здесь (S,) — верхняя полусфера 
(5,) (Sy) 

Z= Ja? - x? _ у? ‚ (5„) — нижняя полусфера Z = —Уа? - x? -y? . 

Имеем 

T= [fz dxdy ={{ Ja?—x?— у? dxdy - ||- /а?-х?- у? dxdy = 

(S) (D) (D) 

=2 [[Va?-x?-y? dxdy, 

(D) 

ый 

где (2) — круг х? +у? <a’. Станем вычислять Г в полярной 
системе координат. 

~ 2к r=a r=a 

I =2{ do | Va? — г? rdr =4n | Va? — Pr? {- 54 - г?) = 
0 г=0 г=0 

г=а 
4n 2,2 23/2 = —2n-—(a* -г”) 3 3 

4n 3 
Совершенно аналогично можно установить, что |] x dydz = 4 

(5) 

и [| уда = “таз, так что Г = 4ва?. 
(5) 
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Пример 11. Вычислить 

JJ Ло) dydz + g(y) dzdx + h(z) dxdy, 
(S) 

где f(x), g(y), A(z) — непрерыв- 

ные функции, (.S) — внешняя CTO- 

рона поверхности параллелепипе- 

O<sx<a, 

да (Р) =0<у<Ь, 
0 = & < с. 

Рис. 11.19. К. примеру 11 

Решение. Рассмотрим Г = ff A@ dxdy . Представим Г в виде 

(5) 

суммы интегралов. 

T= | h(z)dxdy + ff h(z)dxdy + [[ ne) aedy + 
(GQOABC) (QABCD) (QOAAD) 

+ | | h(z)dxdy + [ие dxdy + [ие dxdy. 

(QOCCD) (ОВССВ) (Q ABBA) 

Так как интегралы по граням, перпендикулярным к плоскости 

Oxy , равны нулю, TO 

T= | | h(z)dxdy + [JA@ ray, 
(QOABC) (DABCD) 

Имеем 

| | 1 (г) акау = -| [ко dy =—-h(0)-ab, 
(QOABC) 0 0 

a 5b 

[JA@)aedy = | dx | h(c)dy =h(c)-ab. 
(ABCD) оо 

Следовательно, Г = (A(c) - h(0)) аб. Совершенноаналогично нахо- 

дим, что 

[| ле) dydz = (f(a) - FO) be; ff g(y) dedx = (g(b) - g(0))ac. 
(S) (S) 
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Таким образом, получаем 

т [Lo = £ , 8(0)- 8(0) , Ae) - ко “abe. 
a b С 

Пример 12. Вычислить || (у- 2) dydz + (z - x) dzdx + (x - у) dxdy, 
(5) 

2 2 где (5) — внешняя сторона конической поверхности х^ + у? =z 

(Oszsh), 
Решение. По формуле связи между поверхностными интегра- 

лами первого и второго рода имеем 

I = [{[( - 2) cosa + (z - x) cosB + (х- у) cosy] 45. 
(S) 

Здесь 

/ 5’ 

СО, cosh = ы 
r\2 ила 2 2 

+ Jl + (z,)° + (&,) + Jl + (z,)° + (Zz) y y 

— | 
cosy = 

£ f+ (24)? + (24)? 
Заметим, что внешняя сторона конической поверхности 

&=\/х? +9? является нижней стороной поверхности (5). Hop- 

маль к нижней стороне (8) образует с осью Oz тупой угол. Поэто- 

My cosy < 0 и, следовательно, перед радикалом нужно взять знак 

плюс. Имеем 

х у y 
< 

_ -^ = ЛИНИИ 

2 2 

yl + (i)? + (5)? - += So = V2. 
< 

x y _ {1 
А тогда cosa = —=—, созВ = ‚ COSY =-—= (z #0). Следо- р р (#0) 
вательно, 
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(у - =) cosa + (< — x) cosB + (x - у) cosy = 

_1 О-Эх+@-Ху-м-у) _ _ 5 : V2(y - x), 

Выражаем / через двойной интеграл. Так как dS = 42 dxdy , то 

будем иметь 

= [20 — x) dxdy , 
(D) 

где (D) — круг х? + y? < й?. Переходя к полярным координатам, 
получим 

2x Г=Й 

[= 2 | de |? (то - cos) dr = 2fising - cosy) dp Пра = =0, 
r=0 r=0 

2x 2K 

ибо [singdp=0 u {cospdg =0. 
0 0 

Пример 13. Вычислить Г = (2 de, ааах , dxdy } где (5) — 
ях У < 
202 22 ху внешняя сторона эллипсоида —F +35 +75 = 1. 

а 

ахау — 
Решение. Рассмотрим интеграл Г = || 

< 
(5) 

. Представим / 

в виде суммы двух интегралов: 

- J ae + ff ахау. 

Ssepxn) (Suan 

2 2 2 2 
Имеем (5ъерхн): < = с] 7-3 ‚ (5нижн): < = «| 7-я 

Выражаем 7 через двойной интеграл 

-_ dxdy dxdy 2 dxdy 
r= || 2 2 - ff 2 2 =o] 2 2’ Dol XH Oot XH Oy x we 

а? В? а? В? a* >? 
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2 2 — х 
где (р) — область, ограниченная контуром a + ar =1. Положим 

х = агс0$ф, 
y=obrsing, 9 [0, 2x], г=[0,1] = J(r,p) = ав". Будем иметь 

_ 2  Г=| 1 7 = 246 [4 | rdr = 22 (- п-"* _ 4nab_ 

Co гро с 0 с 

Совершенно аналогично находим 

ff On _ 4nbe . [| dzdx _ 4nca 

(S) a (Sy У b 

Следовательно, 

ab | be 2) = > |= Г = arf 4 + (a6? + bc? +a? 2). 
са абс 

Пример 14. Применяя формулу Стокса, вычислить криволи- 

нейный интеграл T= фу + 24+ ха, где (С) — окружность 
(С) 

pte +22 = а?, 

пробегаемая против хода часовой стрелки, 
х+у+: = 0, 

если смотреть с положительной стороны оси Ох. 

Решение. Возьмем в качестве поверхности (.S) круг радиуса a, 

лежащий в плоскости х+у+: =0. Будем иметь 

cosa cosB cosy 
д д д 

9х ду 4 
у x 

[= py dx + zdy + xdz = 
(C) 

(5) 

= {{(-cosa — cosB - cosy) 45 = - || (cosa + cosB + cosy) 45, 
(5) (5) 

где cosa, cosh, COSY — направляющие косинусы нормали к поверх- 
ности (5), т.е. к плоскости х+у+<=0 <> & =-х-у. Имеем 

185



gel 2 =-Ь Jl+(i)?+@) =i, 

Со 
+ 72 4 (7/2 +43’ 
+ Jl + (2х) + (2) 

cosB = ы -—! 
++ (<)? + (<. =’ 

-| -1 
cosy = = 

flere #33 

Tak как нормаль к плоскости x + у + Z = 0 образует с положитель- 

ным направлением оси Oz острый угол, TO cosy > 0, и, следова- 

тельно, перед радикалом следует взять знак минус. Таким образом, 

будем иметь COS = и cosB = ии cosy = ии А тогда V3 9 V3 9 V3 . 

[5-7 и 8 = “V3 [fas =- 3. па? 

Пример 15. Вычислить Г= fe? — yz) dx + (у? - xz) dy + 
(AmB) 

x =acosgq, 

+ (<? - xy) dz, взятый по отрезку винтовой линии: + yY = asing, 

h 
| t= In® 

от точки A(a, 0, 0) до точки B(a, 0, h). 

Решение. У нас кривая (AmB) не является замкнутой. Поэто- 

му, если мы хотим использовать формулу Стокса при вычислении 

Г, то кривую (AmB) следует дополнить какой-нибудь линией, 

которая вместе с (АтВ) образует замкнутый контур. Дополним 

кривую (AmB), например, прямолинейным отрезком (АВ): 
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x =a, 

jy = 9, Получим замкнутый контур (С) = (AmB) Ц (ВА) .(см. 
0 <= <1. 

рис. 11.20) Тогда Г = | =$- | . Имеем 
(АтВ) (С) (ВА) 

[= $(х* - yz)dx + (y* - хо dy + (2? - ху = 
(С) 

COS & cos B COS Y 
д д д = © © < lds = 
Ox oy д: 

2 2 
(5) x? — yz Yo-Xl & ~xy 

= || [cosa -(-x + x) + cosB -(-y + y) + 
(C) 

+ cosy - (-2 + z)]dS = [[0-dS =0. 
(5) 

[© — ух) ах + (у? - xz) dy + (=? - ху) Аг вычисляем непосред- 
(AB) 

ственно. Ha прямолинейном отрез- 2 

ке АВ имеем dx=0, dy=0, el 
< изменяется от 0 до A. Поэтому Cer 

~~ | 

+ 

J (x?— yz) dx + (y?—xz) dy + rw. 

di _ 
2 Ay h? | 

*e “odes Je Bay: ZS y 
2 — 

h? > 

Tak Kak | =- | ‚ то | = -—. 
(ВА) (AB) (BA) 3 Рис. 11.20. К примеру 15 

Следовательно, 

Г=$- | -0-(-F)- © 
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Пример 16. Пусть (С) — замкнутый контур, расположенный в 

плоскости хс0$0 + ycosB+zcosy—- р=0 (cosa, cosB, cosy — 

направляющие косинусы нормали плоскости) и ограничивающий 

площадку (.5). Найти 

dx dy dz 

[=(j|cosa cosB cosy. 

хх у < 

где контур (С) пробегается в положительном направлении. 

Решение. Имеем 

[= $(zcosB — ycosy) dx + (xcosy — zcosa) dy + (ycosa — x cos) dz = 
(C) 

COS O cos B cosy 
9 д 

= — — — dS = 
ox oy dz 

(zcosB-—ycosy) (xcosy—zcosa) (ycosa — хсо$В) 
(S) 

= || (cosa - 2cosa + cosB - 2cosB + cosy - 2cosy)dS = 
(S) 

= 2 || (cos* « + cos” В + cos? у) dS = 2 [| 45 = 25, 
(5) (5) 

где 5 — площадь (S). 

Пример 17. Применяя формулу Стокса, вычислить интеграл 

T= $(y+zjdx+(z+x)dy+(x+y)az, 
(C) 

Г . 
x = asin’ 1, 

где (С) — эллипс зу = 2asintcost, te[0, x], пробегаемый в Ha- 

|< = а со? ft, 

правлении возрастания параметра Г. 

Решение. 
cosa cosB cosy 

9 9 9 
T = — —_— —_— = 

Ox ду д: as 
Yr <+х х+у 

(5) 
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= ff fa —1)cosa + (1 - 1) созВ + (1-1) cosy]dS =0. 
(5) 

Пример 18. Применяя формулу Стокса, вычислить интеграл 

T= $(y-2)dx + (z-x)dy + (x-y)dz, 
(C) 

42 + у? _ a? 

где (С) — эллипс 4x pen] (a>0, A>O), пробегаемый 

la h ° 

против хода часовой стрелки, если смотреть с положительной CTO- 

роны оси Ох. 
Решение. 

cosa cosB cosy 
9 9 д 

Г= x Db 2d 45 = |] 2cosa.- 2cosp - 2cosy]d5. 

Уу-< <-х X-Y 
(5) 

v х < 
Унас (5) — часть плоскости, определяемой уравнением att =1 <> 

а 

=> 21 = . Имеем 

2 2 h 
г. = -^, 2 =0, yl +(zi)? +(z))? = va = , 

zy 
+ Jl + (2%)? + (<, 

zx 

+ b+ (24)? + (24) 
Cosa = ‚ cosp = 

= 

Jl + (25)? + (z))? 
COSY = 

x 
Так как нормаль к плоскости — + + = | образует с положительным 

а 

направлением оси Oz острый угол, TO cosy > 0, и, следовательно, 

перед радикалом следует взять знак минус. А тогда 
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h 
cosa. = ————, cosB =0, cosy= 

a 

а? +h? Vaz +h? 

Будем иметь, выражая / через двойной интеграл: 

2 2 ath Va +h dxdy 

Irs +h? а 

где (р) — круг x? + у? < a’. Переходя к полярным координатам, 

получим 

Г=-2 

pa ath 

a 

2n a 2 

[dof rdr =-29*" an. 2 = даа +h). 
оо а 2 

Пример 19. Применяя формулу Стокса, вычислить интеграл 

T= $(y? +) 4х + (2? +х’) ау +(x? +y’)az, 
(С) 

2112,72 _ 
где (С) — кривая |" у +2 =? ) Rx, (0<r<R, z>0), пробе- 

x’ +y° = 2х, 

Гаемая так, что ограниченная ею Ha внешней стороне сферы 

x? +у? +z? =2Rx наименьшая область остается слева. 
Решение. 

cosa cosB cosy 
9 д 9 

[= — — — |dS= 
ox oy dz 

Я Pee ex? дну? 

= {{[2(y-z) cosa +2(z-x) созВ+2(х- y)cosy]dS. 
(S) 

Здесь (5) — кусок сферы x? +у? +277 =2Rx, вырезанный из нее 

цилиндром x? + y? =27х; cosa, cosB, Cosy — направляющие 

косинусы нормали к (5). Имеем 

вер, v= R-x а -y . 

у 7 J2Rx — x? — у? 4 2х — x? = у? 
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yl (24)? + (4)? - | — +— =—; 

< < < 

cosa = bx =, со$В = ae =, 
+ f+ (<: 2+ (<) + 1+ (< 2+ (<) 

cosy = =! 
+ f+ (ei)?+(z4)? | 

Так как нормаль к (5) образует с положительным направлением 

оси Oz острый угол, то cosy > 0 и, следовательно, перед радика- 

лом следует взять знак минус. А тогда 

cosa = ae = x—*, cosB = =< = = cosy =<. 

Поэтому 

(y-z)(x-R) , @-ху ха 
=2 I Л т. и dS . 

Выражая 7 через двойной интеграл, получим 

РИ 229“ R) +(2-ху +«-У) а. 
(D) < 

где (2) — круг х? +9? <2* => 

> [= 2R (1 -2 aay = 
(Ds < 

= 2R ff dedy 28 ff dxdy = 2R- mr? - 2R [| dedy . 
(D) (D)* (D)* 

T У У Имеем / =2А || - @хау =2К dxdy . Переходим 

He Herre - (x* + y’) 

х = pcosg, 
y =psing. Тогда К полярным координатам 

191



ху? =2х - p*=2mpcosp = p=2rcosg, 

пл 
где ое т.т, рЕ [0, г]. 

_ 2 r . 

Г = | а psn? pdp = 
-x2 0¥2pRcosg —p” 

nf2 r 2 0 r 2 
= | по] pap + | singdof pap . 

0 0 J2pRcosq - p? -n/2 0 J2pRcose — p? 

Во втором интеграле справа делаем замену: \ = -Ф. Будем иметь 

0 r 2d, n/2 r 21 

sin @ dp p oP =-| sinydy pap . 
J овес речь 

Следовательно, Г =0, и поэтому J = 2nR-r?.



Глава 12 

ТРОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

$1. Определение тройного интеграла 

I. Пусть в некоторой конечной, замкнутой трехмерной 

(“объемной”) области (7), ограниченной простой поверхностью, 

задана функция /(х,у,г). Проделаем следующие операции: 

1) Дробим (7) произвольной сетью простых поверхностей на 

п частей (Т,), (T), ---, (Т.). Пусть объемы этих частичных 

областей есть соответственно И, Г., ..., V,, а диаметры — 

4, dy, ..., d,. Положим А = max {dy } (1 — ранг дробления). 
=I,n 

2) В каждой частичной области (T,) берем произвольную 

точку (х,,У,,<,) и находим в ней значение функции Л, т.е. 

находим Л(хь, Ур, <). 

3) Умножаем найденное значение функции на объем соответ- 

ствующей частичной области Г(х, Ук ,<,) Г, К=Ь2,...,П. 

4) Складываем все такие произведения. Получаем сумму 

i 

C= VS (Xp Ук, 2) Vy . 
К=1 

Сумму с будем называть интегральной суммой Римана. Отметим, 

что с зависит, вообще говоря, как от способа разбиения (7) на 

части (Т») ‚ так и от выбора точек (ху,Ук, 2») в (Т,). 
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5) Измельчаем дробление так, чтобы 2 > 0, и ищем lim с. 
> 

Если существует конечный предел / = lim с и этот предел не 
> 

зависит ни от способа дробления (Г) на части (T,), k=1,n, ни 

от выбора точек (X;,,¥,,%,) в (T,), то этот предел называют 

тройным интегралом от функции f (x,y,z) по области (Г) и 

обозначают символом il] F(x,y,z)dV или 1 F(x, y,2) dxdydz . Ta- 

(Г) (Г) 

ким образом, 

[J FesydaV = Вт У, fore). 
(Г) kel 

Замечание. Соотношение J = lim с означает: любому числу 
> 

=>0 отвечает число 6>0, такое, что для любого способа 

дробления (Г) на части (T;) ‚ у которого ранг дробления A< 5d, 

будет lo-I|<e, как бы ни были при этом выбраны точки 

(хук) в (Ть). 

Если у функции f(x,y,z), определенной в (T), существует 

i] Л(х,у, <) АТ ‚ то будем говорить, что f (x,y,z) интегрируема в 
(Г) 

(Г), и писать f(x,y,z) е КТ). 

II. Теорема (00 ограниченности функции f(x, y,z) , интегрируе- 

мой в (Т)). Если функция /(х,у,<) е К(Г),то (x,y,z) — огра- 
ниченная в области (Т). 

(Предлагается в качестве упражнения доказать самостоятель- 
но. Доказательство такое же, как и доказательство аналогичной 
теоремы в теории двойных интегралов.) 

Замечание. Теорема необратима, т.е. не всякая функция 

f(x,y,2) , заданная в (Т) и ограниченная там, оказывается интег- 

рируемой в (7). Следовательно, ограниченность функции 
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I (x,y,Z) в области (T) является лишь необходимым условием 

интегрируемости этой функции в (Г). В дальнейшем при изуче- 

нии тройных интегралов рассматриваются только функции, огра- 

ниченные в области (Т). 

$2. Признаки интегрируемости функций 

Пусть ограниченная функция Г(х,у,) задана в области (Г), 

ограниченной простой поверхностью. 
На вопрос, существует или не существует тройной интеграл 

iM SI (x,y,z) dV, ответить, пользуясь непосредственным определе- 

(Г) 

нием тройного интеграла, удается лишь в отдельных частных 
случаях. В связи с этим оказывается важным знание признаков 

интегрируемости функции Г(х,у,) в области (Т). Но признаки 

интегрируемости Г(х,у,) в (7) содержат понятия верхней и 

нижней сумм Дарбу. Поэтому необходимо ввести эти понятия. 

Итак, пусть f(x,y,z) — ограниченная функция, определенная 

в области (Т). Разобьем (T) произвольной сетью простых поверх- 

ностей на части (Т,), k=1,n, и положим М» =sup{f(x,y,z)}, 
(7) 

m, = Шу, о}. Отметим, что числа M, ит, , k =1,n, суще- 
k 

ствуют, ибо множество {f(x,y,z)}, (x,y,z) е (Г), — ограничен- 

ное и сверху, и снизу. Составим суммы 

5=УМ, И и з=Ут- И. 
k=! k=l 

Эти суммы называются соответственно верхней и нижней суммами 

Дарбу, отвечающими данному разбиению области (7) на части 

(Ть) . Отметим, что для закрепленного способа разбиения (Т) на 

части (Ть) суммы 5и 5 — определенные числа. Если же способ 

разбиения изменить, то изменятся, вообще говоря, и числа 5 И 5. 

Отметим далее, что интегральные суммы Римана с даже для 

закрепленного способа разбиения (Т) на части (T,) принимают, 
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вообще говоря, бесконечное множество значений (за счет различ- 

ного выбора точек (ху,Ух, 2) в (T;,)- 
Суммы Дарбу обладают следующими свойствами. 

1) Пусть 5и 5 — нижняя и верхняя суммы Дарбу, отвечающие 

закрепленному способу дробления области (Г). Пусть {с} — мно- 

жество интегральных сумм Римана, отвечающих этому же спосо- 

бу дробления области (Т). Тогда для любой интегральной суммы 

Римана с из {с} будет: 535 <5. 

2) Пусть 5 и 5— нижняя и верхняя суммы Дарбу, отвечающие 

закрепленному способу дробления области (Т). Пусть {с} — мно- 

жество интегральных сумм Римана, отвечающих этому же спосо- 

бу дробления области (Т). Тогда 5 = inf{c}, S = sup{o}. 
3) Пусть s и 5 — нижняя и верхняя суммы Дарбу, отвечаю- 

щие какому-нибудь способу дробления области (T). Добавим 

теперь еще одну простую поверхность дробления (все прежние 

поверхности дробления сохраняются). В результате у нас получит- 

ся некоторый новый способ дробления области (Г). Пусть $ 

и 5 — нижняя и верхняя суммы Дарбу, отвечающие этому 

новому способу дробления области (Т). Справедливо утвержде- 

ние, что 5 <5, $>5, т.е. что от добавления новых поверхнос- 

тей дробления верхняя сумма Дарбу не увеличивается, а нижняя 

сумма Дарбу не уменьшается. 

4) Выше было отмечено, что для закрепленного способа дроб- 

ления области (Т) нижняя и верхняя суммы Дарбу 5 и 5 суть 

определенные числа. Если же способ дробления области (Т) 
изменить, то изменятся, вообще говоря, и числа 5 и 5. Следова- 

тельно, как 5, так и 5 принимают, вообще говоря, бесконечное 

множество значений. Пусть {5} — множество значений, принима- 

емых нижней суммой Дарбу, {5} — множество значений, прини- 

маемых верхней суммой Дарбу. Справедливо утверждение 

Всякая нижняя сумма Дарбу не больше любой верхней суммы 

Дарбу, т.е. для всякой 5 из {5} и для всякой © из {5} оказывается 
s<8. 

Видим, что перечисленные здесь свойства сумм Дарбу явля- 

ются дословным повторением аналогичных свойств сумм Дарбу, 

установленных для функций f(x) , заданных на промежутке [а,6]. 
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Следует отметить, что и доказательства этих свойств совершенно 

аналогичны прежним. 

Теорема (основной признак интегрируемости). Пусть в области 

(T) задана ограниченная функция f(x,y,z). Для того чтобы 

f (x,y,z) была интегрируемой в области (Т), необходимо 

и достаточно, чтобы было 

111 (5 — 5) =0. 

Доказательство этой теоремы совершенно аналогично доказа- 

тельству соответствующей теоремы в теории двойных интегралов 

(читатель с пользой для себя сам докажет ее). Следует заметить, 

что разности (5-5) составляются каждый раз для чисел 5 и S, 

отвечающих одному и тому же способу дробления области (Т). 

С помощью основного признака интегрируемости можно вы- 

делить некоторые классы функций, интегрируемых в данной 

области (Г) ‚ т.е. таких, для которых существует тройной интег- 

рал по области (Т). Так, например, всякая функция УС у,>), 

непрерывная в области (7), интегрируема в этой области. Среди 

других функций, принадлежащих к классу интегрируемых в обла- 

сти (ТГ), отметим такие, которые, являясь ограниченными в 

области (Т), имеют там отдельные точки разрыва или даже 

конечное число простых кривых и простых поверхностей, сплошь 

состоящих из точек разрыва. 

$3. Свойства тройного интеграла 

Тройной интеграл обладает теми же свойствами, что и двой- 
ной. Мы перечислим свойства тройного интеграла, не останавли- 
ваясь на доказательствах (читатель с пользой для себя сам дока- 
жет эти свойства): 

1. ||| ау =V (V— объем области интегрирования (7)). 
(T) 

2. Если f(x,y,z)e R(T) и а — произвольное число, то 

а. f(x,y,z) € R(T), причем ||| “Л(х,у, 2) АТ = «|| f(x, y,z) dV. 
(Г) (Г) 

3. Если Х(х,у,2) е R(T) и &(х,у,<) е R(T), то (Л(х,у,<) + 

+ g(x,y,z)) е R(T), причем 

197



[Обь у, = gy ау = [|| Хх, ау = fff gcy.zav. 
(Г) (Г) (Г) 

4. Пусть f(x, y,z) е R(T). Если изменить значения функции 

F(x, у,<) в точках какой-нибудь простой поверхности, лежащей 

в (Г) (с тем лишь условием, чтобы и измененная функция 

оставалась ограниченной), то вновь полученная функция также 

интегрируема в (Т) и ее тройной интеграл по области (Т) равен 

iM I (x,y,z) dV. Таким образом, существование и величина трой- 

(Г) 

ного интеграла не зависят от значений, принимаемых подынтег- 

ральной функцией в точках конечного числа простых поверхно- 
стей. 

5. Если область (Т), в которой задана функция (x,y,z) ; 

разложена простой поверхностыо на две области (7,) и (T>), то 

из интегрируемости функции во всей области (Т) следует ее 

интегрируемость в областях (7!) и (T)), и обратно — из интегри- 

руемости функции Г(х,у,=) в обеих областях (7,) и (T>) вытека- 

ет ее интегрируемость в области (Т). При этом 

лоу, дау = [| Лоьу,дау + [[| ое у, а) ау. 
(Г) (7) (72) 

6. Пусть f(x,y,z)e R(T) и g(x,y,z)e R(T) и пусть всюду 

в (Г) выполняется неравенство f(x, у,<) < 2(х,у,<). Тогда 

[Jf 2dV < ] || всъу, Эа! . 
(Г) (Г) 

7. Пусть /(х,у,2)е ККТ) и пусть всюду в (Г): 

т < Г(х,у,) < М. Тогда 

ту < ||| f(x,y,z)aV < МУ. 
(Г) 
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8. Теорема о среднем значении. Пусть f(x,y,z) е R(T) и пусть 

всюду в (Т): ms f(x,y,z) < М. Тогда существует число в, 

удовлетворяющее условию т < к < M, такое, что будет 

]уоъу ау =и-И. 
(Г) 

9. Частный случай теоремы о среднем значении. Если функция 

f (x,y,z) €C(T), то в (Т) обязательно найдется хотя бы одна 

точка (€,n,C) , такая, что 

[[Jf@.y,2)aV = FS (EN, 5) ° Г. 

(ТГ) 

10. Если функция Г(х,у,2)е R(T), то и Функция 

f(x, у, <) е R(T) ‚ IIDHYCM 

[IJ fy, ат 
(Г) 

< [iffy z)aV. 
(Г) 

$4. Физическое истолкование тройного интеграла 

Рассмотрим задачу о массе неоднородного тела. Пусть имеет- 

ся неоднородное тело (7) объема И. Пусть известна объемная 

плотность распределения массы p(x,y,z) в (7) (предполагаем, 

что р(х,у,<) e С(Г)). Требуется найти массу т этого тела. 

> Произвольной сетью простых поверхностей разбиваем тело 

(Г) на части (Ть) с объемами V,, k =Ё пи. Предполагаем части 

(T;) столь малыми, что объемную плотность распределения Mac- 

сы р(х,у,г) в (T;) можно считать постоянной, равной 

Р(хк,Ук, 2), где (х,,Ук,<,) — любая точка из (Т»). Тогда масса 

Am, части (Ть) будет приближенно выражаться формулой 

Am, = (Xp Ver Ze) Г, к=Ь п. (1) 
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Macca т всего тела (Г) будет выражаться приближенно суммой 

п 

т = Ур (ХУ ZH). (2) 
k=l 

Интуитивно ясно, что чем мельче будут части (T,) ‚ тем меньше 

ошибка, которую мы делаем, считая часть (7;) тела однородной. 

Поэтому за массу тела (7) естественно принять предел суммы (2) 

при А - 0, т.е. 

т= lim Ури» вьк) Me = [[рбьуд4и.4 (3) 
= (Г) 

Таким образом, тройной интеграл выражает массу трехмерной 

области (Г) ‚ если подынтегральную функцию рассматривать как 

объемную плотность распределения массы в (ТГ). Такое истолко- 

вание тройного интеграла возможно для любой непрерывной и 

неотрицательной функции. Заметим еще, что вместо распределе- 

ния массы можно говорить, например, о плотности распределе- 

ния электрического заряда (определенного знака) в области (Г) . 

В этом случае заряд во всей области также выразится тройным 

интегралом вида (3). 

Соображениями, подобными вышеизложенным, можно полу- 
чить формулы для механических приложений тройного интегра- 
ла. Нам нет надобности останавливаться на подробностях получе- 
ния нижеследующих формул, ввиду их полной аналогии с 
соответствующими формулами для материальной плоской фигу- 
ры (или кривой поверхности). 

а) Статические моменты относительно координатных плоско- 
стей. 

Если материальное тело, занимающее область (7), имеет 

плотность р(х,у,<), то 

М = | 2(,у,2) 4", My = || р(х,у, 2) уаГ, 
(Г) (Г) 

M,, = || ру, хат. (4) 
(Г) 

6) Координаты центра масс. 

Центром масс тела называется точка, обладающая тем свой- 

ством, что если в ней сосредоточить всю массу т тела, то ее 

200



статические моменты будут равны соответствующим статическим 
моментам тела. Координаты центра масс определяются по фор- 
мулам: 

Хе, У, =. (5) 

Если тело (T) — однородное, т.е. p=const, то для координат 

центра масс получаются формулы: 

| 1 1 _ 
x ll) хат. я ту]. (5) 

в) Моменты инерции. 

Моменты инерции тела (7) с плотностью р(х,у,) относи- 

тельно координатных осей вычисляются по формулам: 

J, = [руд О? +) аИ, Л, = | [рбьу, 2) (х? + 2) аИ, 
(Г) (Т) 

J, = [[р(е,у,2) (х? + У) ау, (6) 
(7) 

а полярный момент инерции: 

Ло = ре, ze? + у? +2) dV, (7) 
(Г) 

Для геометрических моментов инерции получаются формулы: 

Л, = По” +z*)dV, Л, = о +2*)dV, Л, = ег + у?) аИ. 
(Г) (Т) (T) 

Ло = Jif? +y? +22) ау. (8) 
(Г) 

$5. Вычисление тройных интегралов 

в декартовой системе координат 

Начнем с области специального вида, ограниченной поверх- 

ностью (.5) , состоящей из трех частей: из цилиндрической повер- 
XHOCTH, образующие которой параллельны оси 0х , а направляю- 

щей служит простой замкнутый самонепересекающийся контур 

(К), лежащий в плоскости Оху и ограничивающий там область 
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(Ру), и из двух поверхностей: < = Z(x,y) и z= Z(x,y), причем 

функции 2(x,y) и Z(x,y) предполагаются непрерывными в (D,,) 

и такими, что &(х, у) < &(х,у) (т.е. точка поверхности Z = 2(x, y) 

расположена не выше точки поверхности Zz = Z(x, у) ‚ если эти две 

точки находятся на одной прямой, параллельной оси 0х, 

см. рис. 12.1). Такую область будем обозначать через (Try) . Плос- 

кую область (D,,) можно рассматривать как проекцию области 

(Ty) на плоскость Oxy. 

Пусть функция f(x,y,z) задана в (Т‚,) и пусть для каждой 

z(x,y’) 

закрепленной точки (x, y) Е (Dy) существует интеграл | F(x, y,2z) dz 
z(x,y) 

(этот интеграл представляет собой функцию OT X и у, определенную 

— &(х.у) 
в (D,,)). Если существует интеграл Г. = i} | J £@,y,2) ty 

(Dy) \2(%.y) 

и если существует J = i f (x,y,z) dxdydz, то Г = Г, т.е. 
(Ty) 

zh 

2=2(x,y) 
у | 

| 
=== 

Z=2(x,y)| AW $ 
| | | 

| 
О У у 

| БД 

] ] 

т (К) © by A, 

Рис. 12.1. К вычислению тройных 
интегралов в ДСК 
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z(x,y) 

[J] Fy, 2) dxdyde = |] | но 
(7,,) (Dy) \ z(x,y) 

Можно доказать, что для функции f (x,y,z), непрерывной в 

— 2(х.у) 
(7,,), интеграл Г, существует, ибо тогда | I(x, у,<) dz есть функ- 

_ z(x,y) 

ция непрерывная отхиув (D,,). Так как в этом случае тройной 

интеграл | = |] I (x,y,z) dxdydz также существует то получаем. 

(Try) 

Если функция f(x, y,Z) € СТ.) ‚ то 

z(x,y) 

[J] УСь, у, =) dxdydz = ff dxdy | f(x,y,z)dz. (1) 
(Ty) (Dy) 2, 

Таким образом, тройной интеграл по области (Try) выражается 

через двойной интеграл по проекции (D,y) этой области Ha плос- 

кость Оху. 

Предположим теперь, что проекция (Ру) области (Ty) on- 

ределяется неравенствами: 

asx<b, 

wi(x) Sys wo(x) (при фиксированном x из [а,6]) 

(см. рис. 12.2). Тогда формула (1) примет вид 

b  у=у2(х) = -z=Z(x,y) 

[судак =[dx | dy [Тоьудй. (2) 
(7,,) а y=wylx) = 2=z(x,y) 

Подобным же образом для области (Ty) ‚ определяемой неравен- 

ствами: 

с<у<а, 

32 (у) < х<22(у) (при фиксированном у), 

z(x,y) < < < 5(х,у) (при фиксированных xX и у) 

получается формула 
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< = <(х, у) 

< = &(х, у) 

Рис. 12.2. K вычислению тройных 

интегралов в ДСК 

4 х=82() z7=2(x,y) 

[ТГ fG.y,z)dxdyde = [4 | dx |Ихудф. (3) 
(Т,,) се х=8Ку)  з=2(х,у) 

Замечание. Имеется еще четыре вида области, где тройной 
интеграл выражается через один повторный. Читатель сам легко 
напишет неравенства, определяющие эти области, и формулы, 
аналогичные формулам (2) и (3). Таким образом, мы имеем шесть 
формул для выражения тройного интеграла через повторный. 
В каждой из этих формул свой “порядок” интегрирования. 

Если область (Т) такая, что с помощью цилиндрических 

поверхностей, образующие которых параллельны той или другой 

координатной оси, ее можно разбить на области шести упомяну- 

тых видов, то остается вычислить тройной интеграл по каждой из 

этих областей, пользуясь той или иной из известных нам шести 

формул, и сложить полученные результаты. Что касается выбора 

способа разбиения на части, то, естественно, надо стремиться к 

тому, чтобы число таких частей было наименьшим. 

2 2 2 
x < 

Пример 1. Вычислить объем эллипсоида — + oT += =1. 
а с 

Решение. Координатные плоскости разделяют эллипсоид на 

восемь одинаковых частей. Рассмотрим ту часть (Г), которая 

расположена в первом октанте. Она ограничена плоскостями 
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2 2 
x=0, y=0, z=0 и поверхностью =! - 2-2 т.е. об- 

а 

ласть (Г, ) определяется неравенствами: 

Г 

О<х<а, 

озу а? 7, 

2 2 
x у 

0szsef-*- 2. 

(Среднее из этих неравенств следует из того, что плоскость Oxy 

x? 2 
пересекает эллипсоид по эллипсу — + > =1, =0.) Для объема 

а 
части (7;) имеем 

и = [[fav = fax | ad fa = 
(7;) 0 y=0 = 

а - 9 а’-х’ 2 

= cf dx | fi-5-2 dy = 

y=0 

a parva? b 2 

=< {dx | (oe ==" | у? ау 
bs “0 a 

y 

b [2.2 Положив 2 a — х^ = [и используя формулу 
а 

1 [2 уу yal nl? 

[VP -y? dy =|—aresin-+2 Ру] ==, 
о 2 [2 4 

y=0 

получим 

=а 

b nbc x? лс 2 mabe и = 6 [29 (22 2) dy = eel а2х ~ _ ROC 2 3 _ 

т оли Кб 3) 4a? 3 6 
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4 
Следовательно, объем всего эллипсоида равен 8V, = з пас. 

Пример 2. Вычислить момент инерции прямоугольного парал- 

лелепипеда со сторонам а, 6, с относительно одной из его вер- 

шин. Плотность р =1. 
Решение. Поместим параллелепипед в первом октанте прямо- 

угольной системы координат так, чтобы стороны а, 6, с совмес- 

тились соответственно с осями Ox, Oy, Oz. Тогда область (Т) 

О<х<а, 

параллелепипеда определится неравенствами: 30 < у <, По фор- 

О <с. 

муле для полярного момента инерции получим 

а 65 

Ло = [|| +y? +27) aV = {dxf dyf (x? +у +2°)dz = 
(T) ооо 

а 3 з yr а 3, 3 2 у Cc 2 bec СЬ Г y te > Г C+—+ ы 

= (be + bre + os] - abe (42 +b? +c?) 
3 3 3 , 

$6. Формула Остроградского 

Пусть тело (Т‚,) ограничено поверхностью (5) , состоящей из 

трех частей: 

(51) (верх) — с уравнением Z = Z(x,y), причем Z(x,y) опре- 

делена, непрерывна и имеет непрерывные 5,(х,у), &,(х, у) 

в области (D,y) , лежащей в плоскости Oxy и ограниченной 

простым самонепересекающимся замкнутым контуром (К); 
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(5›) (низ) — с уравнением zh (51) 
Z=2(x,y), где z(x,y) определе- 

на, непрерывна и имеет непре- XK 

рывные 2’ (x,y), 5, (х, у) в (D,y); 

(53) (боковая стенка). Это — 

цилиндрическая поверхность, < 

образующие которой параллель- 0 SK (5,) 

ны оси Oz , анаправляюшей слу- —_ 
жит контур (К) области (D,,) # 

(см. рис. 12.3). 

Пусть функция R(x,y,z) оп- Рис. 12.3. К выводу формулы 

ределена, непрерывна и имеет Остроградского 

OR _ 
непрерывную частную производную —- в (7,,). Рассмотрим 

dz 

OR I= Л Га: Че. (1) 
ху 

Имеем 

Z=2(X,y) oR 
Z=2(x,y) 

= |] dxdy | | a = | (они чу = 
(Dy) z=2(%.y) (D,y) 

= ff [R(x.»,Z(,y))|dxdy — || Ву, зу). (2) 
(Dy) Dyy 

Рассмотрим поверхностный интеграл 

[| КСь, у, <) dxdy . (3) 
(S;) 

Здесь интегрирование ведется по верхней стороне поверхности 

(5,) (т.е. по внешней по отношению к телу (Ty) стороне повер- 

хности (S,)). Если выразить поверхностный интеграл (3) через 

двойной интеграл, то будем иметь 

JJ RO. у, =) dxdy = |] R(x,y,Z(x,y)) dxdy (4) 
(5) (D,y) 

Рассмотрим теперь поверхностный интеграл 
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[J Ех, у, <) dxdy . (5) 
(55) 

Здесь интегрирование ведется по нижней стороне поверхности 

(52) (т.е. по внешней по отношению к телу (7) стороне 

поверхности (55)). Если выразить поверхностный интеграл (5) 

через двойной интеграл, то будем иметь 

J R(x, y,z) dxdy =- Ок R(x, у, <(х,у))ахау. (6) 
Dy) 

Принимая во внимание соотношения (4) и (6), будем иметь вместо (2) 

I = || R(x,y,z)dxdy + || R(x,y,z) 4хау. (7) 
(51) (52) 

Так как (53) — цилиндрическая поверхность с образующими 

параллельными оси Oz, то 

JJ Се, у, =) dxdy =0. (8) 
(53) 

Прибавим к правой части (7) интеграл ff R(x, y,z) ахау. Получим 

(S3) 

Г= |] R(x,y,z) dxdy + || R(x, у, =) dxdy + 
(51) (5>) 

+ [J R(x, y,z) ахау =|] R(x, у, 2) dxdy, (9) 
(S3) (5) 

причем ff R(x, y,z) dxdy берется по внешней стороне поверхности (5). 

Таким образом, 

Дог о = = | R(x, у, <) dxdy (10) 
(5) 

((10) — малая формула Остроградского). 

Мы доказали формулу (10) для области, рассмотренной выше, 

простой формы, а именно, для области вида (Ту). Нетрудно 

убедиться, что формула (10) будет верна для любой области (Т), 

которую можно разбить с помощью цилиндрических поверхно- 

стей, образующие которых параллельны OCH Oz, на конечное 
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число частей типа (Ту). Если мы напишем для каждой из этих 

частей формулу (10) и примем во внимание, что поверхностные 

интегралы по всем вспомогательным цилиндрическим поверхно- 

стям равны нулю, то, сложив все равенства, получим в левой 

части сумму интегралов по всем частям (Г) ‚ т.е. интеграл по всей 

области (7), а в правой части — сумму поверхностных интегра- 
лов по всем частям (.5) , т.е. интеграл по всей замкнутой поверх- 

ности (5), ограничивающей область (Т). 
Пусть теперь в (T) заданы еше функции P(x,y,z) и О(х,у,х), 

30 
oy ’ 

и пусть область (7) имеет соответствующий вид (т.е. может быть 

непрерывные там вместе с частными производными —, 
Xx 

разбита на конечное число частей как типа (T,.) ‚ так и типа (7,,) ), 

то совершенно аналогичным образом можно установить, что 

[J = кре = ff PC.y,2) dyde (11) 
(T) (S) 

J se y dxdydz = [J Ox, y,2) ахаг. (12) 
(F) ° (S) 

Если область (7) такая, что верны одновременно все три 

формулы (10), (11), (12), то, складывая соответствующие части 
этих формул, получим общую формулу Остроградского: 

+5 oe. + FE aye = || Руа + Qdzdx + Кахау . (13) 
(Г) (5) 

Подчеркнем еще раз, что (5) — замкнутая поверхность, ограни- 

чивающая область (Т), и что интеграл в правой части (13) 

берется по внешней стороне (5). 
Пусть a, Ви Y — углы, которые образует с осями координат 

нормаль к внешней стороне поверхности (5) (т.е. нормаль, на- 

правленная изнутри (7) наружу). Заменяя в (13) поверхност- 

ный интеграл второго рода поверхностным интегралом первого 

рода, получим формулу Остроградского в виде 

[92+ 56 es ОЕ аа = = ||(Р cosa + О со5В + А со57) 45. 
(Г) д (5) 
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$7. Вычисление объемов тел при помощи 
поверхностных интегралов 
(применение формулы Остроградского) 

Пусть тело (7) таково, что оно при помощи цилиндрических 

поверхностей с образующими, параллельными оси Ох , разлагает- 

ся на конечное число частей вида (Tr). Пусть (5) — замкнутая 

поверхность, ограничивающая (Т). Тогда по формуле (10) (56): 

[J zdxdy = es —dxdydz = [ff dxdydz =V, 
(S) (7) 9 (Г) 

Итак, 

V = || =4хау (Г) 
(5) 

(интеграл берется по внешней стороне (5)); или 

Г = |[zcosydS (I’) 
(S) 

(7 — угол, который нормаль к внешней стороне (5) образует 

с осью Oz ). 
Пусть тело (Т) таково, что оно может быть разбито на 

конечное число частей как типа (T, ,), так и типа (Те ). Тогда из 

формул (11) и (12) ($6) получаем 

Г = || xdyaz (IT) 

(S) 
ИЛИ 

V = || хсоза 45; (IT’) 
(S) 

V = | | ydxdz (ПП) 
(5) 

ИЛИ 

V = || усозВ 45. (ПГ) 
(5) 

Если тело (Т) такое, что верны одновременно все три формулы, то 

Г =- = [хам + ydxdz + zdxdy (ТУ) 

3 (5) 
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ИЛИ 

V == [f(xcosa + ycosB + 26051) 45 . (IV) 
(S) 

В формулах (1), (IT), (ПТ), (ТУ) интегра- 

лы берутся по внешней стороне (5). 

В формулах (1’), (II’), CI), (У) 

о, В, у — углы, которые образует с ося- 

ми Ox, Оу, Oz соответственно нормаль, 

направленная изнутри (Т) наружу. 
Пример. Найти объем шара 

Хх? чу? +22 < R?. 
Решение. Здесь нормаль к внешней 

стороне поверхности (.5), проведен- 

ная в точке (x,y,z), совпадает с ради- 

ус-вектором этой точки. Поэтому Рис. 12.4. К примеру 

х у Zz cosa=—, cosB=—, cosy=—. 
R B= YER 

Следовательно, по формуле (TV) 

и=1 > ty += dS == [[45 ==. 4nR? = Чл. 
3 (5) 3 (5) 3 3 

§8. Объем тела в криволинейных координатах 

Пусть имеются пространства xyz и ENC и пусть в этих про- 

странствах даны тела (Г) и (<), ограниченные поверхностями 

(5) и®. 
Пусть между точками областей (Т) и (<) установлено взаим- 

но-однозначное соответствие формулами: 

x = x(E,n,0), 

sy = y(E,n,5), (1) 

|< = 2(§, 0,6). 

(Система (1) однозначно разрешима относительно &, n, ©.) 

&, п, С — криволинейные координаты точек области (Т). 
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28 tA 

ee J 

Puc. 12.5 

Задача. Зная область (т) и зная формулы преобразования (1) 

области (т) в область (7), найти объем V; тела (Т). 
Теорема. Пусть: 

1) функции х(5,п,0), У(6т,0), 7(6,n,5) определены, непре- 

рывны в (Tt) и имеют там непрерывные частные производные 

первого и смешанные производные второго порядка; 

ХЕ Х, 5 т 
2) якобиан (Е, 1,0) =|УЁ у, У| всюду в (tT) сохраняет 

/ 4 2 2 Oe 

знак; 

3) точкам поверхности (xX) соответствуют точки (5), и на- 

оборот; 

4) на поверхностях (x) и (S) нет особых точек (для поверхнос- 

ти (5), например, это означает, что (5) задается параметриче- 

[x= x(u,v), 
скими уравнениями 4y = у(и,у), причем функции х(и,у), y(u,Vv), 

z= z(u,v), 

z(u,v) непрерывны и имеют непрерывные частные производные в 

области своего задания, и в каждой точке этой области отличен от 

, 7 x t t 

нуля хотя бы один из трех определителей матрицы , Уи =). 
, 

х, у, <, 
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Тогда 

Vr = [||| п, ЕС. (*) 
(т) 

(Принимаем без доказательства, ибо оно аналогично плоско- 
му случаю.) 

Замечания. 

1. Формула (*) остается верной и тогда, когда взаимная одно- 

значность между (Т) и (<) нарушается в точках, лежащих на 

конечном числе простых поверхностей. При этом предполагает- 

ся, что якобиан J(E,n,C) остается ограниченным в (7). 

2. Так как (Е, т, 6) есть функция непрерывная в (Tt), TO, 

применяя к тройному интегралу, стоящему в правой части (*), 

частный случай теоремы о среднем, получим 

Vr = Е, т, 5] -И., (**) 

где (ЕТ а. — некоторая точка из (<), а 7; — объем тела (т). 3a- 

метим, что находить Гг по формуле (**) нельзя, так как такая 

точка (E,7,C) в (<) есть, но ее трудно указать. 
и. ~ 

Из соотношения (**) следует: y= E70). Станем сжи- 
т 

мать область (<) по всем направлениям в некоторую точку (&,1,0). 

(Тогда точка (Е, т, C) >> (E,n, 0) .) В силу непрерывности отображе- 

ния область (7) будет при этом сжиматься в точку (х,у,:), 

которая соответствует точке (&,\,б). Следовательно, 

Vy 
sc) = jim МЕ, 6] = lim У. 

Таким образом, модуль якобиана есть коэффициент искажения 

объема при переходе из пространства Обпё в пространство Oxyz. 

Примеры криволинейных координат. 

I. Цилиндрические координаты. Пусть точка M(x, y,z) — лю- 

бая точка пространства. Положение точки М вполне определяется 

заданием полярных координат ги Ф ее проекции А на плоскость 

Oxy и заданием <. Числа Г, 9, < — это цилиндрические координаты 
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точки М. Границы изменения цилиндрических координат такие: 

ГЕ (0, + о), фЕ [0, 2m), Zz (-°®, +00). Очевидно, что 

Ix = rcosg, 
,y=rsing, 

|< = <. 

(Так выражаются декартовы координаты точки М через цилинд- 
рические.) Имеем 

Xp № Xz cos -rsing 0 

J(r,9,2) =|У; Yo У.|=|Япф rcosp 0|= 
Zp 2 <. 0 0 

с0$ф —rsing 

sing rcos@ 

Итак, J(r,9,z) =r (r— неотрицательная величина). 

II. Сферические координаты. Пусть точка М — любая точка 
пространства. Сферическими координатами точки М называются 

числа р, 8,9, где р = ом; 9 — угол между осью OZ и вектором 

Ом; ф — угол между полуплоскостью Oxz и полуплоскостью 

ОАМ. (Точка А — проекция точки М на плоскость Оху.) Границы 

изменения сферических координат такие: ре [0, +o), 0 Е [0, к], 

ФЕ [0, 2x). Имеем: 

г=рзт0, x=rcos9g, y=rsing, zZ=pcosé. 

zh 

zh | 

Puc. 12.6 Рис. 12.7 
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Поэтому 

[x = rcos®@ = рут 0 с05Ф, 
4¥y =rsing =psinésing, 

|< = pcos. 

Имеем, далее, 

Хо Хо № sin6cos@ рсо50со5ф —psinésing 

J(p,8,9) =|¥5 Ye Yol=|sin@sing pcosOsing psin@cose > 

Zp 0 35 с0$0 —psin@ 0 

= J(p,0,0) =p’ sind. 

Ш. Эллипсоидальные координаты. Так называются координа- 

ты р, 0, ф точки М, связанные с ее декартовыми координатами 
х, у, < так: 

[x = арт 0со5Ф, 

4 У = bpsin@sing, 

|< = срс0$6. 

(Заметим, что при a= b=c=1 получаем сферические координа- 
ты точки М.) Имеем 

, р Xp x 

J(p,9,9) =|у› Ya Yol= 
22 58 39 

Xx 

asin@cos@ apcos@cos@ —apsin@sing 

=|bsinOsing bpcos@sing bpsin@cosg | = abcp? sind. 
сс0$0 —cpsin@ 0 

Пример. Найти объем тела, ограниченного поверхностью 

x? y? 22) XYZ ara =] те (а>0, b>0, с>0). 

Решение. Из уравнения поверхности, ограничивающей тело 

(Г), следует: 
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если z>0, TO должно быть x- y > 0. Это означает, что две 

части тела (Т) расположены в Ги ПГ октантах. 

2) если г <0, то должно быть x- y <0. Это означает, что две 

другие части тела (7) расположены в УГ и VIII октантах. 

В эллипсоидальных координатах уравнение поверхности, ог- 

раничивающей тело (Г), таково: 

p° = 9° sin? @cos@sin@cosp => p* =sin* Ocos@sin MCOS®. 

(При сокращении могли потерять начало координат, HO OHO оста- 
лось.) Найдем объем той четверти тела, которая лежит в [ октанте. 
Интересующая нас четверть тела определяется неравенствами 

056055, 05955. 0<p <¥sin2 0 соз0$т фсозф. 

Значит, 

r/2 x/2 Ysin? OcosOsin pcos@ 

V,=4] 40| do Габор’ sin @ dp = 
0 0 

к/2 п/2 

= ae ao J sin’ @cos Osin mcosg dy = 

4abe 17 4abec 11 abc 
= [т 9505048 = =. 

59. Замена переменных в тройном интеграле 

Теорема. Пусть между точками областей (7) и (<) установле- 

но взаимно-однозначное соответствие формулами: 

x = х(&, 1,0), 
Vy = У(6, 1,0), (1) 

|< = z(6, 7,6). 

Пусть выполняются условия 1), 2), 3), 4) предыдущей теоремы 

(см. 88). Тогда, если функция f(x,y,z) непрерывна в (7), то 

справедлива формула 
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лоу, 2) dedydz = 
(7) 

= fff f[xE.n.5),xE.n.0,260.0]-YEnodand. (2) 
(<) | 

» Обозначим тройной интеграл, стоящий в левой части (2), 

через /, а тройной интеграл, стоящий в правой части, — через /Г.. 

Отметим, что оба эти тройных интеграла существуют, ибо их 

подынтегральные функции непрерывны соответственно в облас- 

Tax (Г) и (<). Составим сумму Римана o для интеграла J. Для 

этого нужно разбить (Г) произвольной сетью простых поверх- 

ностей на части (Т,), К=|1 п, и в каждой части (Т,) взять 
произвольную точку (X,,),,2%,). И тогда 

п 

б = DAC TES 2 ИТ, 
k=l 

Заметим, что, проводя в (ТГ) сеть простых поверхностей, мы тем 

самым будем проводить сеть простых поверхностей в (т) , так что 

(<) разобьется на части (T,). По формуле для объема тела в кри- 

волинейных координатах имеем 

Vr, = ЕО Band. 
(тк) 

Применяя к тройному интегралу, стоящему в правой части, част- 
ный случай теоремы о среднем, получим 

т, = Е ть» Su] И ‚ где точка (Е, Пи, Ск) е (T). 

А тогда 

в = У Л(хь, Ук, ак) Иль 
k=l 

Так как тройной интеграл / существует, то с > Г при А, -› 0 при 

любом выборе точек (X,,¥,52%) в (Ть) . (Здесь А, — ранг дробле- 

ния (Г).) В частности, это будет так и тогда, когда мы в качестве 

точек (X,,¥p,Z%) в (Ть) возьмем точки, соответствующие точкам 

(E, Nk Cy) ‚ т.е. когда положим 
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x, = (ЕП Cx), 

{Ve = WSK» бк), 

| <k = <(6 к, Пл, Ск). 

При таком выборе точек (x, ,y,,2%%) в (Ть) интегральная сумма 

Римана с будет иметь вид 

с = хх, ПА ‚бк, WCE, ‚ПА Cp), Z(E, › ПА 5»). VE, ‚ПА nay) | Ve, . 

Сумма, стоящая здесь в правой части, есть сумма Римана для трой- 

ного интеграла /,. Так как тройной интеграл /, существует, то 

с > /Г. при А, 30 (здесь A, — ранг дробления (t)). Отметим, 

что, измельчая дробление (т), мы тем самым будем измельчать 

дробление (Т’) (и наоборот), ибо функции, осуществляющие вза- 

имно-однозначное отображение областей (Т) и (®) друг на друга, 

есть непрерывные функции. Значит, (A, 20) < (A> 0).ATor- 

да с > Г. при А, > 0. Но так как с > / при А 0, то Г =Г,. 4 

Замечание. Формула (2) остается верной и тогда, когда взаим- 

ная однозначность между точками областей (7) и (=) нарушается 

в точках, лежащих на конечном числе простых поверхностей. 

При этом предполагается, что якобиан J(E,n,C) остается ограни- 

ченным в (®). 

$10. Понятие об интегралах высшей кратности 

Определение. Пусть (Р) — прямоугольный параллелепипед из 
В” (п>3), определяемый так: 

(P) =; 

n 

Его объемом называется число |] (d, -—4@,) (сравните с одномер- 
k=l 

ным, двухмерным и трехмерным случаями). 
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Пусть (7) — произвольное тело из В” (n> 3). Заключим (Т) 

в параллелепипед (Р). Разложим (Р) на частичные параллелепи- 

педы и обозначим через А сумму объемов тех из них, которые 

целиком содержатся в (Р), а через В— сумму объемов тех, 

которые имеют с (Р) хотя бы одну общую точку. Назовем 

п 

диагональю параллелепипеда (Р) число | У (5, ~a,)? (сравните 
k=l 

с плоским и трехмерным случаями). Пусть A — наибольшая из 

диагоналей частичных параллелепипедов нашего дробления (Р). 

Если существует общий предел 

V =limA=limB, 
A—>0 A—0 

TO он называется объемом тела (Т). 

Владея понятием объема тела (7) в и-мерном пространстве, 

можно обычным способом определить я-кратный интеграл. 

Пример. Найти объем V,(R) п-мерного шара (К — радиус 

шара). 

Решение. Известно, что V;(R) = 2R, Г. (К) = дА?, И. (В) = т? 

Очевидно, что И, (А) = | ... | dxydxy...dx,, где (Г, (®)} есть множе- 

(7,(R)) 

ство тех точек (X,,X2,... ,X,,) , для которых x? + х2 +... +x? < R?. 

Отсюда 

К 

(В) = fdx, |...| 4%... 4х 
- —— 

(2-4) 
К 

т.е. V,(R)= | уу? = x J dy. Покажем, что И, = k,R", где 
в 

Ny» 

k, — коэффициенты, He зависящие от А. Для n=1, 2,3 это Tak, 
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причем kj =2,k, =12,k3 = +m ‚. Допустим, что V,,_;(R) = Ка" . 

т 

Тогда Г, (А) = Ja, 1(R? ~ x?) 3 . Положим здесь x, = Rsint. 

Тогда 
-I 

и, (В) = у 1(R? - RP sin? 3 Reostdt = 
-x/2 

n/2 

> V,(R)=k,_,R" | cos” t dt, 
-n/2 

к/2 

Итак, действительно У, = k,R", причем k, = k,_; J cos” tdt. По- 

ложим = 

к/2 n/2 

= [ cos” tdt = [ соз"-' tdsint. 
-1/2 -х/2 

Применяя формулу интегрирования по частям, находим 

. к/2 n/2 2 2 

Г, = [sin t cos”~ | + f@- l)cos"~* р. sin’ tdt. 
~n/2 —п/2 

Допустим, что 2 >1. Тогда [sin ¢ cos”~ nie „= 0 и, следовательно, 
-n/ 

к/2 

Г. = (п-1) [ соз"-? t- (1 —cos? 1) dt = 
-к/2 

п-| 
=(n-1)/,-.-(n-I)I, => Г = 7n I ,-2 

п-3 
Если n-2>1, то Ё_ = na если n-4>1, To 

п-5 
[н-4 = д [,-6, . Будем иметь окончательно 

Ty = (п- 1! |JJo, если пл — четное; 

nit I,, если п — нечетное. 
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nf2 n/2 
Так как = [dt=n,a I, = [costdt =2, то 

—n/2 —п/2 

I _(n—N)!! Ja, если п — четное; 
И ТО 2, если п — нечетное. 

Положим 

с =)" › если п — четное; 
"|2, если п — нечетное. 

_|ун —1)! 
Тогда Г, = и с, и, следовательно, Ки = K,_ и би. Та- 

ким образом, получаем 

(n —1)!! (n — 2)! 
К, = nil KnOns А = (n _ 1)!! n-29n-1 5 

(n — 3)1! |! 
n-2 = т Кн-3би-2, ses Ky = 5 M192. 

Отсюда 

п-1)! (n—2)!! п- 2)! 
"= то 4 - т Kn-20n-18n = Tr Kn-2n-18n = 

(п-2)! (n—3)!! (n — 3)1! 
= nil ° (n — = K-35 n-25n-18p = ии K-35 n-28n-18p = 

Toe Sy 1O203...0,_10,,. 

n+l 

Ho А =2=06,. Значит, 0102...0,_;0, = Jal, ral Здесь A — 
n 

n 
целая часть числа 5 , 

окончательно находим 

Е п+1 —5 | — целая часть числа ——. Поэтому 

V,(R) = 

откуда, в частности, 
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2 

V,(R) = 2R, V4(R) == R’, 

Г. (В) = xR’, (В) = ет? RS, 

И. (В) = тт, 

$11. Примеры и задачи 

dxdydz 
ху D3 ‚ где (Г) — область, Пример 1. Вычислить T = | 

(Т) 

ограниченная поверхностями x+y+Z=1, х=0, у=0, z=0. 

Решение. Здесь 

0х <1, 

(Г) =0<у<1-х, 
0=&=1-х- у. 

Имеем 

у=1-х  г=-х-у dz 

о 20 (1+х+у+2)3 

у=1-х I &=1-х-у 1! 
= —— ax d = 

>] J (1+х+7+2)?|,- 4 

1! у=1-х | 1 > у=1-х 

=-- | ах —- dy =-—||—+ dx = 
>] J Е у: 7 >] 4 1+х+ УЛ, 

2 
| 

(3 x 1 113 x | 5 

Пример 2. Вычислить Г = Sf xyz dxdydz, где (T) — область, 
(T) 

ограниченная поверхностями x? + у? +52 =1, х=0, y=0,z=0. 
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] 

Рис. 12.8. K примеру | Рис. 12.9. К. примеру 2 

Решение. Здесь 

05х<1 

(Г)=1 0<у<\М-х2, 

0551-х? - у2. 

Имеем 

Го ух?  а=у-х у? 1 yavina? ( 22 <= 1х2? \ 

Г=|& | dy |хжф=|% | — ау = 
0 y=0 z=0 0 y=0 2 z=0 J 

] yavi-x? 1 2 4 y= 1-х2 

-[% | Ba-x?-y*dy=f[Mo* yr 2 dx = 
0 y=0 2 0 4 2 4 = ya0 

| 

_ Пуха)? - ужа) |1 - 
0 

т ах 1 io) x d(l-x*) = - Te =—., 

Пример 3. Вычислить | = Sf 

(T) 

2 — 

2; + Y аи ‚ где (T) — 
с 

2 2 
x < 

область, ограниченная поверхностью = + ra + ay =1, 
a 
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Решение. Станем вычислять J в эллипсоидальных координатах. 
Имеем 

[x = арзт 9 со$Ф, 
зу = фрзп0$т ф, 

|< = срс0$6, 

где 0<@<nxn, 0<ф<2л, 0О<р<1. Тогда /(р,6,4) = abcp’sin 0 и, 

следовательно, 

к 25  р=| х 

Г = абс | зт 040 | dp { p*dp = abe | 2n{ sin@ de = Ат be. 
0 0 p=0 5 0 5 

Пример 4. Вычислить [= Sf \/х2 + у? dxdydz, где (T) — об- 
(Г) 

ласть, ограниченная поверхностями x? + у? =z7, z=]. 

Решение. Здесь (Т) — ограничено частью конической поверх- 

ности & = fx? +y? и частью плоскости Z =1. Ha плоскость Oxy 

(Т) проектируется в круг х?+у? <1. Станем выражать / 
в цилиндрических координатах. В цилиндрических координатах 
(ТГ) определяется соотношениями 

0<ф< 21, 

(Г) =+0<г<1, 

г 3 <1. 

Рис. 12.10. К примеру 4 
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Имеем 

25 г= = г=1 z=1 

I = [do f dr [124 =2n | (rz) _ dr = 
0 r=0 7 г=0 = 

rel г г i I x 
=n f 0 -r)ar = 29 2 = 20-7 =e. 

Пример 5. Вычислить J = [fv dxdydz, где (Т) — область, 

(T) 

расположенная в первом октанте: x20, у>0, z20, и ограни- 
ченная поверхностями 

x+y? x+y? 2 
г , 2 ‚ xy=a*, xy=b’, y=ax, y= fx 

m п 

(О<а<ьЬ, О<азВ, 0O<m<n). 

Решение. Область (7) представляет собой область типа (Ty) - 

Она ограничена: с боков цилиндрическими поверхностями с 

образующими, параллельными оси Oz; снизу — поверхностью 

_ x+y? x? +y? oF 
< ‚ сверху — поверхностью Z = = Проекцией (Г) 

на плоскость Oxy является (р), ограниченная линиями у = Ox, 

2 2 
а р 

= , =, = —.И у=Вх, y x y > меем 

ya 

y =Bx 

Рис. 12.11. К примеру 5 
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2 2,2 2 2\2 
[= | [ху axty = 5 [5 [© a _ (х т ) Javay 

‚ 9 2 2 
(2) :-2 +у (р) 

В двойном интеграле по области (р) сделаем замену переменных, 

положив 

=y = хи, ys ylryl2, 
х 

[<
 

xy =U, 

Образом области (D) в плоскости Оиу будет прямоугольник 

w= {renee 
” При такой замене 

as<vsB. 

1 -y2.-y2 . 1 2. -3/2 
J(u,v) = м Ху | _ 5“ у ~ 54 у 1 

г |рир 1 vay-ve | 2v 
2 2 

Поэтому 

1), 28| 162 _ ,2 ВИ -15[1 +; }(b м НЕ. al 

1 | | 
= a(a-a)e [© =e + чо 

Пример 6. Найти среднее значение функции f(x,y,z) =x? + 

+y? +=? в области х? +у? +52 <хчуч+а. 

Решение. Имеем 
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2 2 2 1)? 1/ 1 3 
< =p GED gn aa» gana GEE» < —. x+y += <х+у+е © E q +(y *) +(z *) д 

Значит, (Г) — шар радиуса А = > с центром вточке (5. 7 I 

Объем шара Г. = пил = 4.3.8 =T- 4. Среднее значение 

/.› Функции f(x,y,Z) в (Г) определяется соотношением 

Л» =; If F(x», 2) кара = = (x? + y? +22) dxdydz. y Ball п (Г) 

Вычислять интеграл SI (x? + y? + z*) dxdydz будем в сферических 

(Г) 

координатах, а именно, положим 

a
 

| 

| | 
> = Psin 9605$, x= > + Psin 9 с05$, 

| | e e | e e 

}Y — 5 = Psin@sin Ф, => ]7=5 tpsinGsing, 

| | 
-— =0с0$0 = —+рсо$6, 

м 2 р é 2 р 

где 0<0<х, 0 <ф< 2. Уравнение поверхности, ограничивающей 

(Г) ‚ будет иметь вид р? = 4 так что OSps aE Следовательно, 

_У3 
2 т 2 POD 3 

fep = —=] db | de | aC +—+psin6(cos@ + sin) + 
д 39 р=0 4 

us 2m 5 3 
p 3 Pp + pcose|-p? sin dp => fy = —= sinoab |] + 3-24 

ы als 15 4 3 

oo 
p* 4 2 

+1 919 (cos @ + sin @) + Beoso 
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=. [sine do Ga. о = sin (cos + sin @) += cose аф = 
0 tv 3 160 32 16 

_473v3 9 4 33 , 6 
= || Bpsino + sin ocos0 | a0 = Ae 2. =5. 

dxdydz Пример 7. Оценить интеграл | = | 
(га)? + (y— by +(&-0? 

где (T) — область, ограниченная поверхностью х? + у? +27 = R?; 

а? + 6? +с2> В?. 

Решение. Имеем f(x,y,Z) = _ 

V(x - a)? + (y - b)? +(z-0)? 

определена и непрерывна в замкнутой области (Г), ибо един- 

ственная точка (а,6,с) , в которой знаменатель обращается в нуль, 

лежит вне (Г) . (У нас, по условию, a* + b* +c? > В? .) По Teope- 

ме Вейерштрасса f(x,y,z) достигает в (7) своих наименьшего т 

и наибольшего М значений. Следовательно, в (Г) 

т < f(x,y,z) < М. 
А тогда 

mV < ||| Л(х, у, =) Чхау4 $ МУТ. 
(Г) 

У нас (7) — шар радиуса К. Поэтому V; = тт: ‚ А тогда 

и тот. М. 

| 
Введем в рассмотрение функцию \(х, у, <) = . Отметим, 

f(x, у, <) 
что w(x,y,z) Е С(Т) и, следовательно, достигает в (Т) своих наи- 

| 1 . 
меньшего т и наибольшего nm значений. (Так как f(x,y,z) — 
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положительная функция, то m>0 и М > 0.) Значит, мы найдем 

наименьшее т и наибольшее М значения функции f(x,y, Z) 

в (Г), если найдем соответственно наибольшее и наименьшее 

значения функции (x,y,z) в (Г). Имеем 

_ | _ — 2 2 2. У, = a ave a)? +(y-b)? +(z-c)?; 

a х-а 

а)? + (y — by? + (2-0)? 

, y-b 
Y,= ) 

” ea)? +(y-b? +(e - 0) 

, Z—-C 

V(x - a)? +(y - b)2 + (z-0)? | 

Видим, что одновременно yy = 0, у, =0, yw, =0 лишь в точке 

(a,b,c) . Но точка (a,b,c) лежит вне (Г). Следовательно, у функ- 

ции W(xX,y,Z) внутри (7) неткритических точек. Значит, \(х,у, <) 
достигает своих наибольшего и наименьшего значений на границе 
области (Г), т. е. на сфере x? + у? +z? = А?. Составим функцию 
Лагранжа 

Ф(х, у, 2) = у(х,у, 2) + Mx? + у? +727 - R*) = 

= f(x — a)? +(y— b)? + (2-62 + A(x? чу? +22 - R?). 

Имеем 

wo, = a" + 2Ax, 
(x —a)*+ (y— b)?24+(z-c)? 

Ф, = y= +2%у, 
2 2 2 J(x-a)?+ (y —b)2+(z-c) 

Ф’ £7 * +2. 
- /(х-а)?+(-5)2+(&-6)? 
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Из системы 

ib). = 0, 

JP, = 0, 

mo, = 0, 

х ty? +=? = А?. 

находим точки, подозрительные на условный экстремум. Это точки 

aR bR cR 

Ni 2 2, 2 | 2,72,,2? [2 р, |? Va +b’ +c Va +b* +c Va +b“ +c 

— аК —bR —cR 

nsf 2, 22, 2° [2 2, 2’ [2 р “|. 
va + В +c Va +b° +c Va +b* +c 

Имеем 

y(N,) = Ук? +а2 + 62 +62 -2RVa? +b? +0? 

= Va? +652 +62 -В, 

y(N>) = JR? ча? +52 +62 +2RVa2 +b? +0? 

= Va? 452402 4R. 

Из выражений для w(N,) и w(N,) видим, что w(N,) — наимень- 

шее, а w(N,) — наибольшее значения функции у(х,у,<) в (Г). 

Таким образом, получаем 

| | 
= ’ М = e 

Ма? +? +02 +R Ма? + 6? +62 - В 
т 

Следовательно, 

4 R? ‹ dxdydz 
— TU > 

3 учр eee +R (фа +(0-2+ (2-6)? 
< 

4 R? 
<—T . 

3 Jat 452407 -—R 
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Пример 8. Найти F’(t),ecau FQ) = — fff f(x? + у? + =?) вау, 
x+y +2257 

где f — непрерывная функция. 

Решение. Перейдем к — сферическим координатам 

[x = psin@cosq, 

зу =psinOsing, Для области (ТГ), ограниченной поверхностью 
|< = pcosd. 

x? +у? +52 =1?, будем иметь: 0S O<n, OS MS2n, OSpSt. 
Поэтому 

к 2к t t t 

F(t) = [sin d0 { de| p* f(p*) dp = 2- 2n{ p’f(p") dp = 4n| p*S(p”) dp, 
0 0 0 0 0 

откуда, по теореме bappoy, находим 

F(t) = 4nt?f(t?). 

Пример 9. Найти Е’(1) ‚если F(t) = |] Sf (xyz) dxdydz ‚где f — 
(T) 

O<x<t, 

дифференцируемая функция, а (Т) =20< y St, 
Oszst. 

Решение. Имеем 

{ И { 

F(t) = J ax] dy | f (xyz) az. (*) 
0 0 0 

, 

г = [4 foe ae + | i [ода ae. 
0 0 010 0 р 

Но 

, 

= | Лоо) dz + if f (xyz) | dy = 
0 0LO t 

, 

| dy| f(xyz) | 
оо 1 

t f 

= | f(xtz)dz + | f(xyt)dy. 
0 0 
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Поэтому 

1 f f t 1 f 

F(t) = | dy| Лауда + | dxf f (xtz) dz + [dx] f(xy) dy. 
оо оо оо 

f 

В соотношении (*) к внутреннему интегралу | Ау) dz применя- 
0 

ем формулу интегрирования по частям: 

_[и=Лоу) = du= Год ху] _ | fovea: =| dv = dz => у=< |- 

f 1 

= «ЛЕ - | ху (xyz) dz = tf (xyt) - | хуг (ху) dz. 
0 0 

И, следовательно, для F(t) будем иметь вместо (*) 

f f f f f 

F(t) = t{ | Лоу) dy - [4х [ау] худ %. = = (@) 
0 oO ооо 

Если для F(t) взять выражение через повторный интеграл в виде 

t t | t 

F(t) = J dxJ dz| f (xyz)dy и к внутреннему интегралу | FS (xyz) dy 
0 0 0 0 

применить формулу интегрирования по частям, то получим 

if 1 1 1 1 

F(t) = t{ dxf f(xtz) dz - f dxf dz] xyzf’(xyz) ay. (В) 
0 0 ооо 

И, наконец, если для F(t) взять выражение через повторный ин- 

f | f 

теграл в виде F(f) = J ay] dz] (xyz) dx и к внутреннему интегралу 
0 0 0 

f 

\f (xyz)dx применить формулу интегрирования по частям, TO 
0 

получим 

F(t) = t] ау| f(tyz)dz - | ау] def xyzf"(xyz) dx . (у) 
оо’ ооо 
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Сложим левые и правые части paBeHCTB (qa), (В) и (y). Получим 

3F(t) = | [dxf Госу dy + f dxf f(xtz) dz + [4у| f(z) | - 
оо оо оо 

we 

= F(t) 

А ар core + [a ae wer over аа eo 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ] 

=3{{{ aves (xyz) фк | 
(Г) 

ИЛИ 

3F(t) + 3||[| xyz f(xy) dxdydz =1. F(t) = 
(Г) 

> Ft) == F(t) + [ff wzf’(92) tay 
(T) 

Пример 10. С помощью формулы Остроградского вычислить 

Г= || x*dydz + y*dzdx + z*dxdy, 
(S) 

О<х<а, 

где (5) — внешняя сторона границы куба (Г) =0<у<а, 

O<zsa 

Решение. 

I = || (х* cosa + у? cosB + z’ cosy) 45 = Sf (2x + 2y + 25) dxdydz = 
(S) (Г) 

аа а а а 2 <=“ 

= aff apf уча ++) dy = 
0 0 0 0 0 z=0 

2 a a a a y? а? ya 

=2 dx — а =2 — — ax = Гана + |e [оно ts 
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t| 2 а’ а’ 2 x? 3 _ а“ 4 4 = 2|| a°x + — + — |dx = 2] а“ = +а = 2} —+ = 3a", ее] 45 ним x= 

Пример 11. С помощью формулы Остроградского вычислить 

I = || x°dydz + узагах + z°dxdy , 
(S) 

где (.S) — внешняя сторона сферы x? + у? +z? =a’, 

Решение. 

I = || (° cosa. + у? cosB + 2° cosy) 45 = ||[3(х? + у? +27) dxdyde, 
(5) (Г) 

где (T) — шар x? +у? +z? <a’, Станем вычислять / в сфериче- 

[x = psin 005, 

y =psinOsing, Область (Г) можно предста- 
|< = pcosd. 

ских координатах ‹ 

0<@<л, 

вить в виде (Т) = 30 < @ < 2n, Поэтому 

Ospsa. 

х 2к а 4 3 5 12 $ 

Г = 3] sin 049 J do] p dp = =a ‘2n-2=-=na 

Пример 12. С помощью формулы Остроградского вычислить 

[= Го -y + 2) dydz + (y-2 4x) а +(z-x + y)dxdy, 

(S) 

где (S) — внешняя сторона поверхности 

к-у+ачу-з+х| +5 -х+У=1. 

Решение. Пусть (Т) — тело, ограниченное поверхностью (5). 

По формуле Остроградского получаем 

Г= ||| (+1+ Пхауа = 3]| | dxdydz. 
(Г) (Г) 
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Вычисление тройного интеграла станем осуществлять с помощью 
замены переменных, а именно, положим 

| 
x=—(u+y), 

и=х-у+., 2 

4у=у-&+х, => = (+), > 

и=з-х+у | 
Z=—(wtu) 

| 2 

| | 
~ = 0 

хх, Xx, 2 2 
> У(и,ум)=|у у, у,|=|0 1 1 _1 

’’ ИИ 2 2] 4. 
<u Sy Sw 1 0 1 

2 2 

Образом тела (7) в пространстве Ouvw будеттело (<) , ограничен- 

ное поверхностью |u| +|v + "| = 1. Часть Tena (<), расположенная 

Osusl, 

в первом октанте, представима в виде 30 <у<1-и, Поэтому 
03 и=1-и-у. 

1 1 1-и l-u-v 1 14-м wel-u-v 

J =8-3-—[du { dv [dw=6]du |= 
49 0 0 0 0 

гаи 2”! 
=6fauf—u— av 6 va» 7] du = 

0 0 0 Ло 

i’ 

= 654 - и)? аи = -3.4 = =|. 

|0 

Пример 13. С помощью формулы Остроградского вычислить 

I = || (<? cosa + у? cosB +z? cosy) 45, 
(55) 

где (56) — часть конической поверхности x? + у? =? (0< zsh), 
а cosa, cosh, cosy — направляющие косинусы внешней норма- 

ли к этой поверхности. 
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VE h 

Рис. 12.12. K примеру 13 

Решение. Tak как поверхность (55) незамкнутая, TO применить 

сразу формулу Остроградского для вычисления / нельзя. Добавим 

к точкам поверхности (55) точки поверхности (5,), т.е. точки 

круга х? + у? < #2, расположенного в плоскости z =й. Получим 

замкнутую поверхность (55) Ц (5), ограничивающую тело (Т). 

Теперь выражение для интеграла / может быть представлено в 

виде 

T= [[(x’cosa + у*созВ + &*с031) 45 - 
(Sg) Ц (5,) 

— [| (x’cosa. + у?созВ + &*с057) dS. (*) 
(5,) 

Так как (55) U(S,) — замкнутая поверхность, ограничивающая 

тело (7) , то к первому интегралу, стоящему в правой части равен- 

ства (*), можно применить формулу Остроградского. Будем иметь 

| ?cosa + y*cosB + z*cosy) dS = ||| 2(x + у + z) dxdydz. 
(56) U (Sy) (T) 

Тройной интеграл станем вычислять в цилиндрических координатах 

[x =rcosq, О<ф< 2, 

4y=rsing, Тело (T) будет представимо в виде: (Г) = 30 <r sh, 

|< = <. rszsh. 

Поэтому 
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SU 2(x + y + z) dxdydz = 2 fej rar сов + sing) + |4 = 
(Г) 0 z=r 

z=h 

dr = 

z=r 

nA 2? 
=2 — [al | ose + sin ©); + > я 

2n | hep р 
са ооо + sing) +5 r= 

2 Ir г _ r? р“ 
=2/(coso + sind (h- nar +2 fof A —ldr=xn—. 

a 

=0 

Второй интеграл, стоящий в правой части равенства (*), выразим 

через двойной интеграл по области (р), где (р) — круг 

x? +у? <h*. Ha поверхности (S,) имеем: cosa=0, cosB=0, 

cosy =1, z* =h’. Поэтому 

[J (x? cosa. + у? cosB + z7 cosy) dS = {J h?dxdy = h? - rh? = nh‘. 
(S;) (D) 

Таким образом, окончательно будем иметь 

h 4 ht 
[=nxn—-tnh =-xr—. 

2 2 

Дополнение. 
Понятия о несобственных кратных интегралах 

I. Интегралы от неограниченных функций. 

Пусть функция f(x,y) определена в области (D) < В? всюду, 
за исключением, быть может, точки М№(ху,Уо), в окрестности 

которой функция f(x,y) не ограничена ((D) — область конечно- 

го диаметра). Пусть функция f(x,y) такая, что 

S(x,y) е R((D)\ (@)), где (w) — любая достаточно малая об- 

ласть, содержащаяся в (2) и содержащая точку М (хо, Уо). Рас- 

смотрим интеграл 
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J] Fy) dxdy . (1) 
(D)\() 

Если окажется, что при уменьшении (jw) по всем направлениям, 

т.е. при “стягивании” её к особой точке № интеграл (1) стре- 

мится к некоторому пределу, не зависящему от способа стягива- 

ния, то этот предел называется несобственным интегралом от 

неограниченной функции и обозначается обычным символом 

[J Fy) dxdy . (2) 
(D) 

(ff fradxdy = lim ff f(y) dedy .) 
(D) °(D)\() 

Если предел (2) конечный, то несобственный интеграл назы- 
вается сходящимся; если же он не существует или бесконечный, то 
расходящимся. 

Совершенно подобным же образом вводится понятие о трой- 
ном несобственном интеграле от неограниченной функции. 

В качестве примера рассмотрим двойной интеграл 

dxdy 
\m 

Ox? + у? (n>), ©) 

где (D) — круг 0< x* + y? < а?.Здесь f(x,y) = on- 

(2-7) 
ределена и непрерывнав (D) всюду, за исключением точки № (0, 0). 

В окрестности точки № (0, 0) 

7” () f(x,y) неограниченная. Точка 
(© 

x (©) №(0, 0) — единственная особая 

точка. Выделим особую точку об- 

О ластью (0). Пусть (®›) — наиболь- 

ший круг радиуса Р с центром в 

точке М№(0, 0) ‚ целиком располо- 

Рис. 12.13 женный внутри (w), a (Mrz) — 
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наименьший круг радиуса Кс центром в точке № (0, 0), содержа- 

щий внутри себя область (w). Имеем (5) \ (79) = ((D) \ (w)} = 

= (5) \ (w,)). Так как функция f(x,y) = — положи- 

х^+у } 
тельная, TO me иметь 

dxd 
ff < | "< _| —. (4) 

(D)\(wp) tx ty я] (D)\w) tx + 7) (D\(,) (vx? м у") 

Перейдя к полярным координатам, находим 

2 г=а г=а 2-т |" -1 
[| dxdy = [do [7 =ж | dr ол. .^ , 

— т т т-1 2—-т > 

(D)\(wa) (vx +5? 0 гк” г=К' r=R 

2x г=а r=a 2-m |"=4 

m 7 рт J рт-1 2—-т 
(D)\(o,) (vx? +у r=p r=p r=p 

Станем стягивать произвольным образом по всем направлениям 

область (w) кточке № (0, 0). Тогда одновременно будут стремить- 

ся к нулю Ru р. Замечаем, что если т< 2, TO 

2-т |" =? 2-m 2-m 2-m 

lim on: — = lim an-| 8 _К [2-2 
R>+0 2-т| р К-—+0 2-т 2-т 2-т 

И 

2-т |= 2-т 2-т а2-т 

lim 2n = lim 2х _Р = 2n 
р-—>+0 —m > 2-m 2-т 2-m 

Если xe т> 2, то 

г=а г=а 
lim 2. | dr i dr 
К—>+0 ры рт-1 р-—>+0 pm! 
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При m=2: 

lim 2. = lim 2n(Ina — In R) = +0 
R->+0 R->+0 

jim 2n- I “= jim, 2n(Ina—Inp) = +0, 

Таким образом, приходим к выводу, что несобственный интеграл 

dxdy 

Be +y? 

(Совершенно аналогичным образом можно установить, что 
несобственный интеграл 

сходится, если т<2, и расходится, если т>2. 
\т 

— \m? 

(Г) (Vx? + у2 +27) 

где (T) — любая конечная трехмерная область, внутри которой 

(5) 

находится начало координат, будет сходящимся при т < 3 и рас- 

ходящимся при т>3.) 

Замечание. Если внутри области (D) имеется несколько осо- 

бых точек или даже кусочно-гладких кривых (конечной длины), 

в каждой точке которых подынтегральная функция f(x,y) обра- 

щается в бесконечность, то все особые точки или особые кривые 

исключаются областями (в) , которые стягиваются к этим точкам 

или кривым. Если при этом интеграл по оставшейся области 

стремится к конечному пределу, не зависящему от способа стяги- 
вания, то будем иметь сходящийся несобственный интеграл. 

В качестве примера рассмотрим двойной интеграл 

dxdy 

(bya? - x? -y 
=, (6) 

где (D) — круг 0 <х? +у? <a’ 
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В данном случае имеем особую кривую В | 

(с), аименно окружность x? + у? ==а?. : (с) 

Возьмем внутри (О) некоторую замкну- x 

тую кривую (/), и пусть (wm) — область, —@ O} a 

заключенная между (с) и (Г). Заметим, 

что в каждой точке области (р) \ (w) фун- —а (0 

Рис. 12.14 

Kuna f(x,y) = = непрерывна 
ya? —x? -y 

и положительна. Пусть р и К соответственно есть наименьшее и 

наибольшее расстояние от начала координат до кривой (/); (,) — 

круг радиуса р с центром в начале координат; (Wp) — круг 

радиуса К с центром в начале координат. Имеем 

| 
(@,) < (5) \ (w)) < (Mp). Так как f(x,y) = поло- 

Ja? — х2 — y? 

жительная, TO 

dxdy < || < dxdy 

(5) Ja? — x? -y? Bw) a’ — x? -y? (Og) a? - x? -y? 

(7) 
Переходя к полярным координатам, находим 

dxd Г у 
| _ АЯ — 2 (а _ a? _ р?) 

G)ya2-x?-y? 0 dva2-P? | 

= 2n{ a - Va? _ К? 
dxdy ff = Fido or 

в) ya - х? -у? 0 dva2-P’ 

При любом стягивании области (®) клинии (с) будет: р>а-0 

и А > а- 0. Следовательно, 

dxdy 
lim ff —— 

OPO Do) ya? = x° фу 
= 2ла. 

241



dxdy 

(Dy fa? — x? у? 
Вывод. Несобственный интеграл сходится, 

и его значение равно 27a. 
Посредством соображений, аналогичных тем, какими были 

исследованы несобственные интегралы (3) и (6), можно доказать 

следующую теорему. 

Пусть функция f(x,y) непрерывна и неотрицательна в каждой 

точке области (2) \ (wm). (Через (w) мы обозначаем здесь совокуп- 

ность областей, выделяющих все особые точки или кривые в облас- 

ти (D)). Если интеграл ff i (x,y) dxdy стремится к некоторому 

(D)\(o) 

пределу при каком-нибудь специальном способе стягивания облас- 

ти (в), то он стремится к тому же пределу при всяком способе 

стягивания этой области (к особым точкам или особым кривым). 
Из этой теоремы вытекает следствие. 

Если интеграл ff S(x,y) dxdy от неотрицательной функции 
(2)\() 

ограничен, т.е. || f(x,y) 4х4 < L, где L— некоторое положи- 
(D)\(o) 

тельное число, TO несобственный интеграл {J I (x,y) dxdy сходится. 

(D) 

Действительно, всегда можно выбрать такой способ стягива- 

ния области (в), при котором интеграл ff f(x,y) dxdy моно- 

(D)\(o) 

тонно возрастает. Но монотонно возрастающая переменная вели- 
чина, ограниченная сверху, имеет конечный предел. 

Вот еще одно важное следствие из предыдущего. 

Пусть функции (x,y) и g(x,y) — непрерывные и неотрица- 

тельные в (2) \ (w), и пусть везде в этой области 

ф(х, у) < g(x,y). (8) 

Тогда из сходимости несобственного интеграла | g(x, у) ахау сле- 

(2) 

дует сходимость несобственного интеграла [е<, у) dxdy . 

(D) 
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В самом деле, если несобственный интеграл |f g(x,y) dxdy 
(D) 

сходится, то интеграл  [|8(х,у) dxdy — ограниченный, a пото- 
(D)\(@) 

му и интеграл res y)dxdy , в силу (8), также ограниченный, 

(D)\(o) 

а следовательно, интеграл [Joe, y) dxdy сходится. 

(D) 

Отметим, что если функция f(x,y) неположительная 

в (О) \ (©), то к функции -Г(х,у) применимы все предыдущие 
результаты. 

Пусть теперь функция f(x,y) не имеет постоянного знака 

в (2) \ (©). В этом случае для исследования сходимости несоб- 

ственного интеграла Л f(x,y) ах4у может пригодиться следую- 

щая теорема: (р) 

Если несобственный интеграл 1] I (x,y)|dxdy — сходящийся, 
(D) 

TO несобственный интеграл | У (x,y) dxdy также будет сходящимся. 

(2) 

> Для доказательства положим: 

фи(х,у) = 5(/ (x,y)| + (х,У)), 

02069) = SV - £659). 
Очевидно, 

0 < g(x,y) < |/(х,У), 0<9>(х,у) < [S(x,y]. 

Поэтому из сходимости интеграла |[|f(x,y)|dxdy вытекает 
(р) 

сходимость интегралов [fore, у)ахау и [92(, у) ау. А так 
(р) (р) 

243



как , (x,y) - Ф2(х,у) = f(x,y), то и интеграл ff f(x,y)dxdy бу- 
(2) 

дет сходящимся. «$ 
В качестве примера применения последней теоремы приведем 

следующий простой достаточный признак сходимости несоб- 

ственного интеграла от функции f(x,y), которая обращается 

в бесконечность лишь в одной точке N(a,b) в области (р) 

и непрерывна во всех остальных точках этой области. 

Если можно найти такие постоянные числа А и т, причем 

m<2, чтобы во всей рассматриваемой области выполнялось 

неравенство 

А 

(4-2 +O =H) 
f(x,y) < ; (9) 

то несобственный интеграл Л I(x, у) ахау сходится (доказать са- 

(р) 

мим, в качестве упражнения). 
Заменание. Для тройного несобственного интеграла условие 

(9) будет таким: 

А 

(4-21 +0-5*+@-0*) 
‚ т<3. [Се у, <] < 

П. Интегралы по бесконечной области. 

Пусть (р) — бесконечная область, например, вся плоскость 

Оху или ее часть, ограниченная кривой, уходящей в бесконеч- 

ность. Пусть функция f(x,y) непрерывна в каждой точке этой 

области. Возьмем любую конечную область (©), целиком входя- 

щую в (р), и рассмотрим двойной интеграл: 

Ус, у) dedy . (10) 
(5) 

Представим себе, что область (©), оставаясь в (р), расширяется 

неограниченно таким образом, что каждая точка области (р) 

рано или поздно попадает в (©). (Мы этот процесс будем обозна- 

чать так: (0) > (D).) 
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Если интеграл Л i (x,y) dxdy стремится при этом к некоторо- 

(Q) — 
му пределу, не зависящему от способа расширения (©) к (D), то 

такой предел называется несобственным интегралом от функции 

f(x,y) по бесконечной области (р): 

5 J] Sv) dedy = [| F(x») dxdy . (11) 
у (©) (D) 

Если предел (11) конечный, то несобственный интеграл называет- 
ся сходящимся; если же он не существует или бесконечный, то 
несобственный интеграл называется расходящимся. 

Совершенно аналогично определяется несобственный трой- 
ной интеграл по бесконечной трехмерной области. 

В качестве примера рассмотрим интеграл 

ff e* ” dydy , (12) 
(D) 

где (D) — вся плоскость Oxy. 

Пусть (0) — произвольная конечная область, содержащая 

внутри себя точку (0, 0); пусть Р и А — соответственно наимень- 

шее и наибольшее расстояние от начала координат до границы 

области (Q). Пусть (Q,) — круг радиуса р с центром в точке 

(0, 0), а (Qe) — круг радиуса К с центром в точке (0, 0). Имеем 

(Q,) < (Q) с (Ор). Так как f(x,y) =е`”-У положительная, то 

[fer dxdy < [fe*  dxdy < flere  dxdy . (13) 
(9,) () (бл) 

Переходя к полярным координатам, находим 

fJe* -¥" dxdy = [dole *rdr=nx(l—-e? ), 
(8) 

[fer dxdy = [ак] ‘гр =п(1-е`№). 
(QR) 

При неограниченном расширении области (О) к (р) будет одно- 

временно р > +o, К > +. Следовательно, 
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® -х2- 2 

lim_ Пе” 77 dxdy=n. 
ality, I у 

_ 2 — 1,2 

Вывод. Несобственный интеграл [fe х -У dxdy сходится, и ero 
р 

значение равно п. (2) 
Для несобственный интегралов по бесконечной области спра- 

ведливы следующие теоремы. 

1) Если f(x,y) > 0 и интеграл ff J (x,y) dxdy остается ограни- 
(Q) 

ченным при расширении области (Q), TO несобственный интег- 

рал Л f(x,y) dxdy сходится. 

(D) 

2) Если ф(х,у) 20, g(x,y) 20 и ф(х,у) < g(x,y) в (Б), то из 

сходимости | g(x,y) dxdy следует сходимость [< y)dxdy. 

(D) (D) 

3) Если интеграл [[|f(x,y)|dxdy сходится, то сходится и ин- 
(0) 

теграл || f(x,y) dxdy. 
(р) 

Эти теоремы (относящиеся также к несобственным интегра- 
лам в трехмерных бесконечных областях) доказываются таким же 
образом, как аналогичные им теоремы для несобственных интег- 

ралов от неограниченных функций. 
Замечание. Для кратных несобственных интегралов справедли- 

во утверждение, обратное утверждению 3): из сходимости несоб- 

ственного интеграла Л S(x,y) dxdy следует сходимость интеграла 

(2) 

1] Л(х,У]Ах4у (см. Г.М. Фихтенгольи, “Курс дифференциально- 

(D) 

го и интегрального исчислений”, T. III, с. 265).



Глава 13 

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, 

ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 

$1. Определение равномерной сходимости 
несобственных интегралов 

ASX < +, 
Пусть функция f(x,y) задана в области Пусть 

с<у<а. 

при каждом закрепленном у из [c,d] несобственный интеграл 

too +00 

| S(x,y) dx сходится. Тогда | S(x,y) dx будет представлять собой 
а а 

функцию переменной (параметра) у, определенную в промежутке 

[c,d] (в дальнейшем будем обозначать эту функцию через Г(у), 

у=[с,4]). 
oo 

Утверждение, что несобственный интеграл | i (x,y) dx схо- 
a 

дится при каждом у из [c,d], означает следующее: при каждом 

закрепленном у из [c,d] 

A + 

J f(x, y)dx——> J f(xy) de. 

Следовательно, 
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+00 A too 

J fC y)dx - | f,y)dx——> 0, или | f(x, y)dx——>0. 
a a — +00 у — += 

А это означает, что для каждого уиз [c,d] по любому = > 0 можно 

указать число М > 0, такое, что как только A > М, так сейчас же 

J f@y)dx] <e. 
A 

Важно заметить, что число М > 0 выбирается по € >0,u для 

каждого у из [c,d] оно будет, вообще говоря, своим, то есть М 

зависит и от&, иоту: М = М(з,у). 

Если же для любого = > 0 можно указать число М > 0, зави- 

сящее только от € (т.е. одно и то же для всех у из [c,d]), такое, 

400 

что как только A> М, так сейчас же | Ло, у) dx < = сразу для 
A 

+co 

всех у из [c,d], то несобственный интеграл | f(x,y) dx называет- 
a: 

ся равномерно сходящимся относительно параметра у на [с,4]. 

Совершенно аналогично вводится понятие равномерной схо- 
димости несобственных интегралов второго рода. Например, пусть 

asx<b, 

функция f(x,y) определена в области (a, b,c,d — 

csy<d. 
конечные числа). 

Пусть при каждом у из [c,d] несобственный интеграл 

b b 
| f(x,y) dx сходится. Ясно, что тогда [f (x,y) dx будет представ- 
a a 

лять собой функцию переменной (параметра) у, определенную 

в промежутке [c,d]. 

b 
Утверждение, что несобственный интеграл | F(x, у) dx сходит- 

а 

ся при каждом у из [c,d], означает следующее. При каждом 

закрепленном у из [c,d] 
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B b b B 

J Fy) dx 3 | Sy) ax > и => 

b b 
> | Se») dx 30 > т 

(здесь положено B=b-y => y=5-6). А это означает, что для 

каждого у из [c,d] по любому =>0 можно указать число 6 > 0, 

b 

| f(xy) dx 
b-y 

такое, что как только 0 < y <8, так сейчас xe <5. 

И здесь важно отметить, что число 6 > 0 выбирается по => 0 

и для каждого у из [c,d] оно будет, вообще говоря, своим, т. е. 5 

зависит и от &, иоту: 6=6(5,у). 

Если же для любого = > 0 можно указать число 6 > 0, завися- 

щее только от & (mm. е. одно и то же для всех у из [с,а]), такое, что 

< & сразу для всех 
b 

J f(x,y) dx 
b-y 

как только 0 < y < 8, так сейчас же 

b 
у из [c,d], то несобственный интеграл | S(x,y) dx называется 

a 

равномерно сходящимся относительно параметра у на [c,d]. 

$2. О непрерывности интеграла как функции параметра 

Teopema. Пусть 

азх < +, 
1) функция f(x,y) непрерывна в области 

csys<d; 

4-09 

2) | Лоу) 4х = Ку) сходится равномерно относительно 
а 

у на [c,d]. 

Тогда функция Г(у) непрерывна на [c,d]. 
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}» Возьмем любое Yo из [c,d] и закрепим ero. Возьмем любое 

=>0. 

+00 

По условию | У (x,y) dx сходится равномерно относительно у 
а 

на [c,d], поэтому взятому = > 0 отвечает число М > 0, зависящее 

TOJIBKO OT &, такое, что при всяком A, удовлетворяющем условию 

A>M , сразу для всех y e[c,d] будет 

<5. (1) | Лоу) dx 
A 

Выберем и закрепим какое-нибудь A, удовлетворяющее усло- 

A 
вию A>M. Положив ¥,(y) = | I (x,y) ах , неравенство (1) сразу 

a 

для всех y €[c,d] можно записать в виде 

|7(у) - 4. (|< 7 (2) 

+00 A too 

[70)-¥40) = [зах - [f(x,y de = Jf y)dx]. 
a a A 

Ho 4,(у) — собственный интеграл, зависящий от параметра у. 

По теореме о непрерывности собственных интегралов, зависящих 

от параметра, заключаем, что 4 (у) € C([c,d]), а значит, по тео- 

реме Кантора, функция 4 (у) будет равномерно непрерывной на 

[c,d]. 

Следовательно, взятому € > 0 отвечает 6 > 0, зависящее толь- 

KO OT &, такое, что для любых двух точек у’и у” из [c,d], для 

которых | y” — y’| <5, будет |4 (у”) - ¥4(y)| < =. 

Для разности значений функции /(у) вточках у’ и у” имеем 

Гу”) — 10.) = [Ку - 440) + [9 40) - 81.09] + [410 - 10] = 

=> |1”) - 10) | 19”) - 4.0” + 440”) - 40+ 

Е Е , , = 
+4107 - 107) <3+3+5=°8. 
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В частности, полагая y’ = уу, py” =y, где y e[c,d] — любое, 

но такое, что ly - Yol <5, будем иметь | 7(y) - T(y9)| < $. Последнее 

означает, что функция Г(у) непрерывна в точке уу. Так как у нас 

точка Yo — любая из [c,d], то заключаем, что Г(у) е С(с,а]). 4 

53. Об интегрировании по параметру под знаком интеграла 

Теорема. Пусть 

азх < +400, 
1) функция f(x,y) непрерывна в области 

csy<d; 
00 

2) | У (x,y) dx сходится равномерно относительно у Ha [c,d]. 
а 

Тогда справедливо равенство 

d { +00 + (а 

ое = Гену. (1) 
с 

причем несобственный интеграл, стоящий в правой части (1), схо- 
дится. 

, +00 

> Возьмем любое =>0. По условию | f(x,y)dx сходится 
а 

равномерно относительно у Ha [c,d], поэтому взятому &>0 

отвечает число М >0, зависящее только от &, такое, что при 

всяком A, удовлетворяющем условию А> М, сразу для всех 

y e[c,d] будет справедливо неравенство 

& 
< . | fy) dx 

A 
d 

Выберем и закрепим какое-нибудь A, удовлетворяющее усло- 

A 
вию A> M. Полагая, как и раньше, 4.(у) = [| f(x,y) 4х, преды- 

а 

дущее неравенство сразу для всех уе [c,d] можно записать в виде 
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& 
70) - ¥40)| < q-c’ 

Так как /(у)еС(с,4]) и Ys) еС(с,а]), то I(y) € А(с,а], 

Ча (у) € А(с,4]). Поскольку имеет место равенство 

а а а 

J 1) - [¥40) dy = [[10) - YO] ay, 

TO 

€ 

а-с 

а а 

JT”) dy - |440) 4 .(а-©=еа. 
а 

< || 7(y) - +4 ()|4% < 
c 

Таким образом, получили. при любом А, удовлетворяющем усло- 

вию А> М, оказывается 
а а 

| 1) dy - |4. 0) 49| <=. Последнее 
c с 

означает, что 

d d 

JT) dy = lim J ¥ 4”) ay (2) 
с с 

(именно так, ибо первый интеграл от А не зависит). Но 

А 
Ч (7) = [1 (x,y) ах — собственный интеграл, зависящий от пара- 

а 

метра у. По теореме об интегрировании по параметру под знаком 
собственного интеграла можем написать 

d d(A A(d 

[40а = Г renas]as = Гоа 
с са arc 

Теперь соотношение (2) может быть записано в виде 

а A(d 

J 10) dy = lim J [ feos) ay ds. 
c are 

Нами установлено существование написанного здесь предела. Ho 
тогда мы должны обозначать этот предел так: 

а 

| Гуа ts 
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Таким образом, мы доказали сходимость несобственного 

интеграла, стоящего в правой части (1), и справедливость равен- 

ства (1). 4 

$4. О дифференцировании по параметру 
под знаком интеграла 

Теорема. Пусть 

ах < +=, 
1) функция f(x,y) определена в области непре- 

csyé<d, 

рывна там и имеет непрерывную частную производную fy (x,y) ; 

+0o 

2) (y= | f(x,y) dx сходится при каждом уиз [c,d]; 
а 

+00 

3) V(y) = | Л›(х,у)ах сходится равномерно относительно у 

Ha [c,d]. 

Тогда: 

1) Г’(у) существует при каждом у из [c,d]; 

, 

2) I’(y) = 4+(}) ‚т.е. ( Ги (x,y) | 

3) Г’(у) €C({c,d)). 

= [ fi(x,y)de; 
y a 

ASX < +, 

» Так как Л,(х,У) непрерывна в области 
csysd 

+co 

и | f(x,y) Ах сходится равномерно относительно у Ha [c,d], TO 
а 

d 
VYi(y) Е С(с,а]) (см. теорему 82) и fo) dy существует. В частно- 

с 

< 

сти, существует [+0 dy для любого Zz, удовлетворяющего усло- 
c 

вию cS 2Z<d. По теореме §3 имеем 
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[¥O) ay = | Грол = [isang |e. 

Ho [Ay dy = (х, у), = £(x,2) - f(x,c). Поэтому 

[мо = Лад - | f(x,c)dx = (2) - 10), 
A 

Ww 

=1(z) =/(с) 

откуда 

Ко = f ¥) dy + о. (1) 

В правой части последнего равенства мы имеем интеграл с 

переменным верхним пределом от непрерывной функции. Сле- 

довательно, у правой части равенства (1) производная по Zz 

существует и равна (г) (см. теорему Барроу). Но тогда суще- 

ствует производная по Z и у левой части равенства (1), причем 

I’(z) = ‘¥(z)- (2) 

Равенство (2) установлено для любого Zz Е [c,d]. OHO может быть 

записано и так: Гу) = 4(у), уЕ [с,4]. 

Таким образом, доказано, что 

1) Г’(у) существует при каждом у из [c,d]; 

2) Г/(у) ="), ув[с,4]; 

3) I’(y) еС(с,а]), ибо (у) е С(с,4]. < 

$5. Признак равномерной сходимости 
несобственных интегралов 

Теорема. Пусть 

asx < +=, 
1) функция f(x,y) определена в области ‹: и 

icsysd 
непрерывна там; 

2) функция O(x) определена и непрерывна в [а, +); 
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3) | f(x, y)| < (x) при всех значениях у из [c,d] и x [а, + =). 

4-0 

Тогда, если несобственный интеграл Jo(x)dx сходится, TO 
a 

+0co 

несобственный интеграл Г(у) = | J (x,y) dx сходится равномерно 
a 

относительно y Ha [c,d]. 

№ Сходимость (и притом абсолютная) несобственного интег- 

42° 

рала | Л(х,у)Ах при каждом у из [c,d] следует из признака 
а 

сравнения. 

Возьмем любое A, удовлетворяющее условию A >a, и закре- 

пим его. Затем возьмем любое В, удовлетворяющее условию 

В>А. Имеем при всех значениях у из [c,d] 

В В В 

лоу) < [| f(x. уах < oa. 
A A A 

Отсюда в пределе при В -> + при всех значениях уиз [c,d] получаем 

+00 too 

[ f(x,y) dx] < fo(x)dx. (1) 
A A 

+oo 

По условию, |ф(х)4х сходится, поэтому 
а 

A +oo +oo A 

Jo@)dx——> Jo(xde > [Forsas— [бы > 

+00 

> [90 &—50. 
у A— +o 

Последнее означает, что всякому € > 0 отвечает число М > 0, Ta- 
+00 

кое, что как только A > М , так сейчас же fod <=. Отметим, 
A 

что здесь М зависит только от :. В силу (1), при A> М и подавно 
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+0° 

будет | f (x,y) dx| < Е сразу для всех у из [c,d]. А это означает, что 
А 

co 

| f(x,y) dx сходится равномерно относительно y Ha [c,d]. q 
a 

Замечание. Для несобственных интегралов второго рода, зави- 
сящих от параметра, имеют место теоремы, совершенно анало- 
гичные теоремам 52—85. 

$6. Примеры к главе 13 

Рассмотрим несколько примеров применения доказанных тео- 
рем к вычислению интегралов. 

Пример 1. Рассмотрим интеграл 

+00 

Гу) = fe* -sinxy dx. (1) 
0 

Имеем 

4 ео е-х X=+00 y 

feo* - sin xy dx = - ——, - (sin xy + y cos xy) = >. (2) 
о l+y x=0 l+y 

Используя равенство (2), найдем величины некоторых других ин- 
тегралов. 

1. Отметим, что интеграл Г[Г(у) сходится равномерно относи- 

тельно у на любом промежутке [c,d]. В самом деле, имеем: 

e~* - sin ху < e* для любого ye[c,d] и для всех x € [0, +o); 

X=+00 
—х со 21, Т.е. сходится, а тогда, по теореме 

-+co 

интеграл {e*dx =-е 
0 

$5, Гу) сходится равномерно относительно у на промежутке [c,d]. 

Отметим еще, что функция f(x,y)=e* зтху непрерывна 

О<х < +=, 
в области Тогда по теореме $2 имеем 

csyé€<d. 
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Гу) в С(с,а]) = Ty) Е(с,4]) = Ty) R((0, z)). 

(здесь положено c=0, d =Z, где z — любое конечное). По Teo- 
peme §3 

г (+= too (2 
1 [е* inayat | = | [= sin оф 
око о (о 

Следовательно, интегрируя обе части равенства (2) по y oT 0 до г, 
будем иметь 

Детям =] yay” . (3) 
0 0 

< у=< 
-х _х COS Ху -х | —COS xz Ho fe™* sin xydy =-e™* =e* (это равенство 

установлено для x #0; оно верно и при x = 0, если в этой точке 
понимать его в предельном смысле: 

< < 

lim | e~* sin xy dy = | lim (e~* sin xy) dy = 0; 
x05 - 9% 

Тогда (3) для любого конечного г примет вид 

fe" 1 — cos xz = 1 т(1+ =2). J 2 

2. Имеем: fy (x,y) = (e™ зтху), = хе * cosxy  непрерывна 

Ох < +, .- ео 

в области | уе, y) dx = | хе-* созху dx сходится рав- 
0 csysd. 0 

номерно относительно у Ha [c,d]. В самом деле, [хе-* cos xy| < xe™* 

te X=-+eo 

для любого y e[c,d] и x [0, + =); | хе хах = -(х+ Ne*| =1, д = 
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+0o 

т.е. сходится. Поэтому [xe Cos ху dx сходится равномерно OTHOCH- 
0 

тельно у на промежутке [c,d]. Тогда по теореме $ 4 

+00 

[ [е7-* sin xy ы 
0 

+00 +00 

= fie sin xy),dx = [xe cos xy ах. 
y 0 0 

Дифференцируя по у обе части равенства (2), получим для любого 
конечного у 

| хе-х cos xy dx = —. 
0 (l+y*) 

Пример 2. Рассмотрим интеграл 

+00 

dx Г) = |, ув[с,4], (4) 
ox +y 

где [c,d] — любой, но такой, что I1sec<d. 

Имеем 

Л 

= 7 arcs — 7 y e[c,d]. (5) 
0 

И здесь, используя равенство (5), найдем величины еще неко- 
торых интегралов. 

1. Отметим, что интеграл Г(у) сходится равномерно относи- 

тельно у на промежутке [c,d]. Действительно, имеем: 

] +co 
dx X=—+0o 

< , ‚а]и 0, + 00) ; = ах] , = 
x+y? x? +] у=[с,4] ихе| ) т 5 [= 

и 
=> › Те. сходится. Следовательно, /(у) сходится равномерно 

относительно у Ha [c,d]. 

Отметим еще, что функция f(x,y) = непрерывна 
х?+у’ 

0s x < +=, 

в области Тогда 

сзу<а. 
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Гу) е С(с,4]) => Ге Е(с,4]) => 1(у)е R({l, <) 

(здесь положено с =1, d =х, где z — любое конечное, Z>1). 
По теореме об интегрировании по параметру под знаком 

интеграла (см. $3) 

п вы 
ох +y? 

Следовательно, интегрируя обе части равенства (5) по уот | до Z, 
будем иметь 

< а < ly д 
dx = | — ау. 6 

x? | 2у ©) 

yee arctg = —arctg_ г = y y 
Но | oy >= 1 arctg2 = х (это равенство ус- 

тановлено для x = 0; оно верно и при x =0, если в этой точке 

понимать его в предельном смысле: 

< < < 

x05 x +у? jp (xO x +у iy Vii < 

< x z-l1)x 
arctg = — arctg + arctg 5 5 i 

lim ~ ~ = lim ate = lim =1--), 
х>0 xX x0 xX х>0 xX Zz 

Тогда (6) для любого конечного Z 21 примет вид 

| 
+= arctg > — arctg — 
| * x dx ==Inz. 

x 2 
0 

2. Имеем: 16 = | — 7| =-— 2y ‚> Ннепрерывна 
xi +y*), (x* +у^) 

0< xX < +=, foo foo 

в области (15с<4). [f(x у) 4х = 
csysd 0 о ( у Hr 
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сходится равномерно относительно y Ha [c,d]. В самом деле, для 

22 |. 24 4 i 2d 
(x2 +72)? | (x2 +177 у (х2 +1)? 

сходится. Тогда по теореме о дифференцировании по параметру 
под знаком интеграла (см. 84) 

р Tote 2 ye 2 ye 2 p? 
ox +y хо +У /, о (x+y) 

yel[c,d] и хЕ[0, + ©) 

Дифференцируя по у обе части равенства (5), получим 

-2f ух п 
(х? +92)? Dy?’ 

откуда 

+co 

dx У 
=—~, ye[e,d]. (7) 

lay? 4y? 

Аналогично обосновывается возможность дифференцирова- 
ния по параметру под знаком интеграла левой части (7). Тогда, 
дифференцируя по у обе части равенства (7), находим 

TU Ay 3x 
pee +y) 4: 4’ у Е [c,d] => 

dx 3x 1 
=> ну — 16 ys? уе [с,4]. 

Пример 3. С помощью дифференцирования по параметру 
ВЫЧИСЛИТЬ 

l+ycosx dx 

l1-—ycosx cosx 

п/2 

Ку) = J In » [У|<1. (8) 
0 

» Возьмем любую точку Yo е (-1, 1). Всегда можно указать 

число Yo >0, такое, что будет [-1+ Yo, 1-70] < (-1, 1) и точка 

Yo € (-1+ 70, 1-70). 
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_ | -i+y, 0 у 0 | | y 

1+ ycosx 

|1 - ycosx 
Так как lim In| 

| 
= 2у конечен, то функция 

х-5-0 COS X 

7 _ S(x,y), хе [0, п/2), у е [-1 + Yo> 1-70], 

LOY) -| 2y, x = 1/2, у е [-1 + То, 1 о], 

1+ ycosx 

| — ycosx 
где f(x,y)= Ы 

wey 

-1+70 SyS1-Yo, 

| 
‚ непрерывна в области 

COS xX 

причем 

п/2 _ 

Гу) = [Тоьууах. 
0 

Последнее выражение для Г(у) — собственный интеграл, завися- 

щий от параметра у. 

2 
2 

Имеем: § f/(x,y) = : 
l- y* cos* x 

непрерывна в области 

Ох < 1/2, 

По теореме о дифференцировании по пара- 
|- 1+ sys 1 — Yo. 

метру под знаком интеграла, находим 

‘tex=f => x =arctg?, 

ГАУ) = | руин а 1 |” 9 |l-y%cos*x yy = - cos? x = 

| 1+2 1+Р. 
f=+00 

i 2 dt 2 1 и 
= | 5 7 = -arctg | = , 

о (l-y*)+t Л - у? Ш - у? <0 [-у2 

УЕ [-1+ 70, 1- 0]. 

261



"2 24 
= | - arctg 

2 t 
о (1-У2)+ фу? vi-y?| [—y?’ 

ye[-l+¥o,1-Yol. 

В частности, существует /’(y,), причем /’(yo) = =. У нас 

— Yo 

точка yo — любая из (-1,1). Следовательно, /’(y) = — = 

-У 

уЕ (-1, 1). Тогда 

ду = п-агсзту+С, ye(-l,]). (9) I(y) = [-— у Г 

Здесь С — постоянная интегрирования. Из (8) видим, что /(0) =0. 

Положив теперь в обеих частях равенства (9) у=0, получим 

0=0+С, откуда С =0. Таким образом, окончательно получаем 

Ку) = п-агсзту, уе (-1,1). 4 (10) 

Пример 4. С помощью дифференцирования по параметру 
вычислить интеграл 

+co 

Го) =[e" -cosxyde, а>0. (11) 
0 

» Имеем: 

, 0< x < +=, 
1) f(x,y) =е““ -cosxy непрерывна в области 

csyc<d, 

где [c,d] — любой промежуток, и имеет там непрерывную част- 

ную производную fy (x,y) = —хе-®х” - sin xy. 
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+00 

2) Интеграл Г(у) = few -cosxy dx (a >0) сходится (и даже 
0 

равномерно относительно у Ha промежутке [c,d]). 

оо 42° > 

3) Интеграл | fy y) ах = — [xe -sinxy dx сходится рав- 
0 0 

номерно относительно у на промежутке [с,4]. 

ах. ах? 
В самом деле, | Л/(х,у)| =|- хе”. зтху|< xe™™ для любого y 

y e[c,d] и для всех x €[0, +o), а интеграл 

a: 1 ах 2 1 - 
[ xe" dx = -— fe“ 4(-ах*) =-—e™ 
о 2a 4 20 

т.е. сходится. 
По теореме о дифференцировании по параметру под знаком 

интеграла 

u=sinxy => du = ycosxy dx, 
4 оо 

Гу) = - [ xe" .зтхуах = , , = 
0 dy = -—xe™™ dx > y= —e ™ 

X=-+eo too 

= Те ox" -sin xy -~ fe cos xy dx = -2-I(y) 
20 x=0 2a 9 24 

=0 = у) 

Итак, получили уравнение 

I'(y) =-3—- 10), (12) 

которое является обыкновенным дифференциальным уравнением 
с разделяющимися переменными. Интегрируя его, находим 

2 
_-2_ 

Ку) =С.е 4, (13) 

где C— постоянная интегрирования. 
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Из (11) видим, что 

1(0) = Ге- ax. (14) 
0 

Если в (14) сделать замену ¢ = Мо -х, то получим 

Г(0) = -г dt. 
I +co 

— le Ta | 
too _р Vn 

В главе 9 (cm. $7) было получено [е ‚а = >. Следователь- 
0 

но, /(0) = 1 fe . Положив теперь в обеих частях равенства (13) 

y =0, получим C= т . Таким образом, окончательно будем 
a 

иметь 

‚2 
+ 

19) =4 Ee, (15)



Глава 14 

ЭЙЛЕРОВЫ ИНТЕГРАЛЫ 

$1. Интеграл Эйлера первого рода (Бета-функция) 

Так называется интеграл вида 

1 

B(a,b) = [x7"!-(l—x)?"dx. (1) 
0 

Этот интеграл собственный, если одновременно а21, 621. 

Если же хотя бы одно из этих неравенств нарушается, то интеграл 

(1) — несобственный. 

Покажем, что интеграл (1) сходится, если одновременно а > 0 

иб>0. 

Видим, что подынтегральная функция в (1) имеет, вообще 

говоря, две особые точки: x =0 и х=1. Поэтому представляем 

(1) в виде 

1/2 
В (а, 5) = fae" -(1— x)?! dx + fae" (1 хх =I, 4+]. 

0 , 12 

=I; =/, 
” 

1/2 
Рассмотрим интеграл / = [1х - (1-х) "dx. Ou — несоб- 

0 
ственный при а < 1. Особая точка x = 0. Запишем подынтеграль- 
ную функцию в виде 

I(x) = xo! -(I- x)! _ (1 =x)" 

x a 
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ивведем функцию g(x) = Г . Так 
х 

как lim —— I(x) = lim (1 — x)?! =1 при 
x30 g(x) х-0 

y®
 

любом р (конечный, = 0), TO интег- 

1/2 1/2 

ралы Го) ах и Г сходятся 

или расходятся одновременно. Но 

1/2 
Рис. 14.1. К определению dx = 

Бета-функции B(x) pc 
= CXOANTCH ЛИШЬ 

тогда, когда |-а<1, т.е. когда 

а > 0. Следовательно, Г сходится при любом в и лишь при а > 0. 

Рассмотрим J, = fx Td — x)? "de. Он — несобственный при 
1/2 

b <1. Особая точка x =1. Подынтегральная функция 

а-1 
— ,a-l. b- т — x f(x) = x9" (I= a)" = oS. 

Положим g(x) = ( rs . Имеем lim о = lim хе” =| при 

| 
любом а (конечный, # 0). Значит, f f(x)dx и [&(x)dx сходятся 

1/2 1/2 
| 

или расходятся одновременно. Но | £(x)dx = | = 
172 y2(l — x 

СХОДИТСЯ 

лишь тогда, когда 1-6 <1, т.е. когда b>0. Следовательно, Г, 

сходится при любом аи лишь при 6 >0. 

Вывод: B(a,b) сходится, если одновременно а > 0 и Б> 0. Зна- 

О<а< +=, 

ЧИТ, — область определения функции В (а,6) (рис. 14.1). 

Ор < += 
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Установим некоторые свойства Бета-функции В(а,б). 

1. Положим в (1) х=1-Ё. Тогда 

| 

B(a,b) = [2?"(1-1)*"'dt = В(Б,а). (2) 
0 

Видим, что Бета-функция — симметричная функция. 

2. Пусть в > 1. Применяя формулу интегрирования по частям, 

находим 

| | а 

B(a,b) = | х° "(1-х)" ак = [1 - otal =| = 
0 0 a 

a | 1! 

= (| - x)?" +2) fx*(- x)? ах. 
a a 0 

L
O
 

Tak как x? = x77! — x?-!(| - x), то будем иметь 

11 1! 

B(a,b) = 2—+ - ah fx Ч 2-21 РЕ fx 1-х)?" = 
о , о р 

=B(a,b-1) =B(a,b) 

b-1 b-1 
= —— Bia, b-1)- ~—B@a, 6), 

откуда 

b-1 B (a,b) = B(a,b-1). (3) 

Так как функция B(a,b) — симметричная, TO при а>1 будет 

справедлива формула 

а-1 

+b5- 

Формулы (3) и (4) можно применять для “уменьшения” apry- 

ментов, чтобы сделать их, например, меньше единицы. Если 
b=n, где n— натуральное, >1, то, применяя формулу (3) 

повторно, получим 

В(а,5) = 7 В(а-1,5). (4) 

п-| п-2 

atn—-l atn- 
B(a,n) = И 7 Bia.n-D = 5В(а,и-2)=...= 
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п-| п-2 п-3 | 
= e e ....* B | 

а+п-1 atn—-2 atn-3 а+1 (а, I). 

| а | 

Но В(а, 1) = | хо ах = = = 1. Поэтому 
о а а 

1.2.3.....п- 2): пи-1) 

B(a,n) = Ва) = ах). (азп-2)@+п-0. 

Если еще и а=т, где т — натуральное, то будем иметь 

_ (п-1)! _ (т-0'"-1)! 

B (m,n) = m(m+1)(m+2)...(m+n—2)(m+n-l) (m4+n-D! - 

3. Получим для функции B(a,b) другое аналитическое выра- 

жение. Для этого в (1) сделаем замену, положив х= ы у 

y=——), Тогда 1-х =, dx = —& > и, следовательно, 
—* [+уУ (1+уУ) 

~ + yr! 
у | dy 

B a,b = . . 5 

ми eer (1+ у)?" (l+y)? Г» у)“ +? ay. (5) 

4. Отметим без доказательства, что если 5 =1-а и если еще 

О<а<1 (а значит, и О<Ь< 1), то 

7 

B(a, 1-4) = sin ла‘ (6) 

Соотношение (6) будет установлено позже (в теории функций 
комплексного переменного). 

$2. Интеграл Эйлера второго рода (Гамма-функция) 

Так называется интеграл вида 

+co 

Г(а) = [ x77! -e*dx. (1) 
0 

Покажем, что интеграл (1) сходится при а>0. Для этого 
представим его в виде 
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+00 1 too 

fxr" -e*dx = [хех + fxtte*dx . 
0 0 as Ne - 

ь д 

= 

Ww 

= 1 2 

Рассмотрим /, = [x7 "ede. Отметим, что J, — собственный 

интеграл, если а21, и несобственный, если а <1 (особая точка 

_ — -a-l,-x _ e* x =0). Подынтегральная функция f(x) =x* e* = та * Поло- 

жим g(x) = Г. Имеем и I(x) = lime™* =1 (конечный, #0). 
x! x20 g(x) х->0 

| | 
Значит, | Го)ах и J g(x) dx сходятся или расходятся одновре- 

0 0 

| 

менно. Но { g(x) de = f 
0 0 

сходится лишь тогда, когда l-a<l, 
х!-“ 

т.е. когда а>0. 

Рассмотрим Г, = ре е-хах. 

а+1 

Так как при любом а lim =0, то существует число 
х—>+ @ 

k >1, такое, что как только x 2k, так сейчас же будет, напри- 
а+1 а-1 

<1. Но тогда при х> К будет ~ 
| 

мер, <— при любом а. 
х 

+00 +09 
dx р - 

Известно, что [> сходится. Значит, и | le-*dx сходится при 
x k 

любом а. Следовательно, сходится при любом а и несобственный 

интеграл /,. 

Общий вывод. Интеграл (1) сходится, если а > 0, и расходится, 

если а<0. Областью определения функции Г(а) является про- 

межуток (0, + 0). 

Установим некоторые свойства функции Г(а). 

1. Г(а) > 0, аЕ (0, +0). 

Это следует из выражения (1) для Г(а). 
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2. Рассмотрим произведение аГ(а). Имеем 

40° +00 ха roped nafen(e) 
0 0 a 

Применяя формулу интегрирования по частям, получим 

- alt № | 

аГ(а) =а|е`*.—| +-— | x%e"*dx 
а|, 4% 

—_ “_ 
=0 =Г(а+1) 

откуда 

Г(а +1) =а-Г(а). (2) 

Равенство (2) выражает так называемое основное свойство 
Гамма-функции. Пользуясь (2), получим при натуральном п и 

положительном а (0<а<1) 

Г(п + а) = п+а-1Ги+а-1) = 

= (п+а-1)(п+а-2)Гя+а-2)=... = (3) 

= п+а-1)(п+а- 2) (п+а-3)..... ага). 

Таким образом, значение Гамма-функции от аргумента п+а, 
большего единицы, можно выразить через значение Гамма-функ- 
ции от аргумента а, меньшего единицы. Поэтому таблица значе- 

ний Гамма-функции обычно дается лишь для значений аргумента 
между нулем и единицей. 

В частности, если в формуле (3) взять а =1 и принять BO 

+00 

внимание, что I(1) = [е`хах =- "|. =1, то получим 
0 

rin+l=n(n-1)(n-2)...2-l=n!. 

Таким образом, Ha Гамма-функцию можно смотреть как на 

обобщение понятия факториала натурального числа: Гамма-функ- 

ция является продолжением функции а!, определенной только для 

целых положительных а =1,2,3,... , на всю полуось а> 0 веще- 

ственных чисел. 
3. Покажем, что между Бета-функцией и Гамма-функцией 

существует следующая связь: 
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Г(а) - Г(5) 
Во, = by (4) 

+00 

Для этого рассмотрим [(a+b) = [x7*?le*dx. Сделаем 
0 

в интеграле замену переменной, положив х = (1+и)<, где u— 

произвольное положительное число. Получим Г(а+65)= 
+00 

— (1 + и)“ +? чаще , откуда 

0 

T(a + 5) 
(1 + и)“+? 

+00 

— на , 

0 

Умножим обе части последнего равенства Ha uw?! и проинтегри- 
руем по иот 0 до +=: 

Га + yf yr! du = f [zP(ue)*"e-%edz du. 

о (1+ u)7*” od 

+00 a-l 

Ho IG oe ; du = B(a,b) (см. §1, формула (5)). Следовательно, 

предыдущее соотношение может быть записано в виде 

Г(а+5)-В(а,5) = [[Jetworteseae]a . 
0\0 

В повторном интеграле, стоящем в правой части, переменим 
порядок интегрирования. 

Здесь следует отметить, что мы (при определенных условиях) 
установили право переставлять два интеграла, из которых лишь 

один распространен на бесконечный промежуток. Оправдывать 

такую перестановку в случае, когда оба интеграла берутся по 
бесконечному промежугку, значительно сложнее. Обоснование воз- 
можности перемены порядка интегрирования в нашем повторном 
интеграле интересующийся может найти в книге Л.Д. Кудрявцева 
“Курс математического анализа”, т.2, 1981. 

Поменяв порядок интегрирования, получаем 

Г(а+5).В(а,5) = [ele Vom ez au | 
0 0 
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Во внутреннем интеграле делаем замену uz = Vv: 

Га+5).В(а,5) = [ес [Те гы dz= 
0 0 

+co 

= |=” 'е Га) dz =Г(а) ° Г(5) ’ 

0 

откуда 

Г(а) - Г(5) В (а, 5) = (4,2) = eb) 

В частности, В(а,1-а) = Г(а) =i = 4) _ T(a)-T(l-a). Если 

0<a<1, то отсюда получаем 

Г(а) Га -а) = —~—. (5) 
sin ла 

Формула (5) носит название формулы дополнения. 

Пусть а =1/2. Из формулы (5) находим rs) =F Я =х 

и, следовательно, 

r(3) =r. (6) 

Пользуясь соотношениями (3) и (6), получаем для любого ne М 

| | 3 5 1_(1 
—|=|"2--= -= -—|...-T/=|/= г("+3)=(*-3)(*-3)(*-2)-- 27) 

_ _ _ _|)н _ (2n — 1) (2n - 3)(2n -5)...3 .1 n= (2n — 1)! Vn. 

2" 2" 

4. Функция Г(а) непрерывна Ha промежутке (0, +). 

}» Возьмем любую точку dp > 0. Всегда можно указать проме- 

жуток [c,d] (0<c<d < +0), такой, что C< ag <d. 

Представим Г(а) в виде 

+oo 1 +oo 

Г(а) = [x*'e-*dx = [x*'e*dx + [x*'e*dx = Г(а) + 1,(a). 
0 0 1 

3 „ 

=/ (а) = 15 (а) 

212



Рассмотрим / (а) = | х‘ 'е`*ах . Имеем: 
0 

О<х<1, 
1) f(x,a) = xt"e* непрерывна в области 

csa<d; 
| | 

2) | i (x,a) dx = [x*le-*dx сходится равномерно относитель- 
0 0 

но а на промежутке [c,d]. 

В самом деле, для O< xsl: x7 <х‘ => умножив обе части 
—х е 1 1 - 

этого неравенства на —— (> 0), получим x7-'e* <x°'e* (для x 

| 
O<x<luanacsasd). Но интеграл [хо е-хх сходится, если 

0 

с > 0. А тогда по признаку равномерной сходимости несобствен- 

ных интегралов, зависящих от параметра, интеграл Л (а) = 

| 
= [x*-'e-*dx сходится равномерно относительно а Ha [c,d]. Сле- 

0 
довательно, функция Л(а) непрерывна Ha [c,d] = П(а) 

непрерывна в точке а. 

+00 

Рассмотрим Г, (а) = [x*-'e*dx. 

Имеем: 

[< х< +, 

1) f(x,a) = x7'e-* непрерывна в области 
csa<d; 

+co +00 

2) | f (x,a) dx = [хе ‘е-яах сходится равномерно относитель- 
| | 

но а на промежутке [c,d]. 

В самом деле, для 1S х<+=: x7 $4 = xT! ex < ха-1е-х. 

+co 

Так как интеграл [xt te *dx сходится для любого конечного 4, 

+00 

то 1,(a) = | х’'е-Хах сходится равномерно относительно а Ha 
1 . 
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[c,d]. Следовательно, функция 1,(а) непрерывна Ha [c,d], 

в частности, /,(a) непрерывна в точке ay. Так как Л (а) и Г. (а) 

непрерывны в точке ау, то Г(а) = Г (а) + 1›(а) непрерывна 

в точке ау. У нас ау — любая на промежутке (0, +c). Значит, 

Г(а) непрерывна на промежутке (0, +). q 

5. Г(а) - Иа при а> +0. 

В самом деле, запишем соотношение (2) в виде 

r(a +1) = 
l/a 

и перейдем к пределу при а -> +0. В силу непрерывности Гамма- 

функции в интервале (0, +e) jim Га +0 =Г® =1. Значит, 

Г(а) | 
и lim ——- =1, аэто означает, что Г(а) ~ — при а > +0 „т.е. при 

а-—+0 I/a а 

приближении ак +0 Г(а) ведет себя как эквивалентная ей беско- 

нечно большая положительная величина I/a. 

6. Функция Г(а) имеет в интервале (0, +) производные всех 

порядков, причем 

Г” (а) = [x “le-* (In x)"dx . (7) 
0 

Установим существование первой производной функции Г(а) 

и равенство 

r’(a) = ‘хех In x dx. (8) 
0 

Возьмем любую точку ац > 0. Всегда можно указать промежу- 

ток [c,d] (0<с<а< +) такой, что будет с < Ay < d. Имеем: 

1) f(x,a) = ха е-* и fi(x,a) = х1е-х In x непрерывны в об- 

0< x < +, 

214



40° 40° 

2) | f(x,a)dx = [x7 'e-*dx сходится в промежутке [c,d]. 
0 0 

+co +co 

3) Покажем, что | fj(x,a)dx = [x*'e* Inxdx сходится рав- 
0 0 

номерно относительно а Ha промежутке [c,d]. 

Имеем 
+00 1 +400 

| fa(x,a) dx = | хе Inxdx + [x7 'e7* Inxdx . 
0 0 

| 
Рассмотрим |х““е`“ Inxdx. 

0 
Так как O<x<1,csa<d,tTo x7 'e™* <x°'e™* (см. пункт 4) => 

хех Inx 2 хе” Inx, ибо Inx <0 для хе (0, |]. A тогда 
<0 <0 

xo'e-* In х =—x* ха-1е-х In x < 

Tak как e* <1 для хе (0, 1], To [x?'e™ In x| < —x°'Inx. Имеем 

Г dx 
Мы знаем, что Geers сходится, если 1—-c <1, т.е. если с>0. 

ox 

Следовательно, по признаку равномерной сходимости несобствен- 
ных интегралов, зависящих от параметра, заключаем, что интеграл 

1 - 

[xtte-* Inxdx сходится равномерно относительно а на проме- 
0 
жутке [c,d]. 
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+00 

Рассмотрим теперь [xtte* Inxdx. 
1 

Для 15х<+°, csasd имеем: x7 !'e* < хЧ\е-х ~ 

хех Inx <x7'e* Inx, ибо Inx20 для хе[1, +). Имеем: 

а x? e* Inx =x! 
-y Inx . Inx : 

e-* ——. Так как lim ——=0, то существует 
xX X—O+eo Х 

~ ~ Inx 
точка Хх (> 1) такая, что WIA xX =X: —— <1 и, следовательно, для 

x 

d d тех Inx <x IV
 

+00 

x2KXK:x e*. Tak как [x%e*dx сходится при лю- 
Е. 

+0o 

60M конечном 4, то сходится интеграл | 1е-х п хх, а значит, 
x 

+co 

сходится | x4 e-* п х dx. А тогда по признаку равномерной схо- 

димости несобственных интегралов, зависящих от параметра, 
40 

заключаем, что fxtte™ Inxdx сходится равномерно OTHOCH- 
| 

тельно а на промежутке [c,d]. Таким образом, окончательно 

+00 

приходим к выводу, что интеграл [же Inxdx сходится рав- 
0 

номерно относительно а Ha промежутке [c,d]. 

Значит, Г’(а) существует для любого а Е [с,4], в частности, 

существует Г’(ао). Так как точка а, — любая (а > 0), то заклю- 

чаем: Г’(а) существует для аЕ (0, +), причем Г’а)= 

+00 

= [x7 'e™* Inxdx . Формула (8) доказана. 
0 

Доказательство равенства (7) проводится с помошью анало- 
гичных оценок по индукции. 

Теперь мы в состоянии составить себе представление о харак- 

Tepe поведения Гамма-функции в интервале (0; +c). 
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oo AY 

Имеем (a) = [x7 'e*(Inx)’dx. 5 
0 

4 = Га) 
Ясно, что Г”(а)>0, и поэтому Г’а) 3 у 

строго возрастает в (0; +). Так как 2 

Г(1) = Г(2) =1, то по теореме Ролляв ЦП 2 

интервале (1,2) лежит точка с, такая, т 5 3 4 5 > 

что Г’(с) =0. Следовательно, Г’а) < 0 Рис. 14.2. График 

при О<а<си Г_а) > 0 при с<а < +e, функции у = Г(а) 
при а>0 

Значит, сама функция Г(а) строго убы- 

вает в интервале (0,c) и строго возрастает в интервале (с, +с°). 

При этом lim Г(а) = + и lim Г(а) = lim Tm) = о. В точке 
а—+0 а— + N—> +00 

a=c функция Г(а) достигает своего наименьшего значения. 

Можно показать, что с = 1.462; Г(с) = 0.886 . График Гамма-функ- 

ции представлен на рис. 14.2. 
Замечание 1. Пользуясь основным свойством (2) Гамма-фун- 

кции и опираясь на определение (1) этой функции при положи- 
тельных значениях аргумента а, можно определить Гамма-функ- 
цию и для отрицательных значений аргумента. В самом деле, 
запишем формулу (2) в виде 

Г(а) (9) 

Из (9) видим, что, зная значение Гамма-функции при каком- 
нибудь значении аргумента, можно вычислить ее значение при 
аргументе, уменьшенном на единицу. Для этого нужно прежнее 
значение функции разделить на уменьшенное значение аргумента. 

Если взять а, удовлетворяющее неравенствам -1<а<0, то 

в правой части (9) Г(а +1) будет функцией от положительного 

аргумента, значение которой определено формулой (1), а в левой 

части (9) Г(а) будет функцией от отрицательного аргумента. За 

_ atl) =. 

значение Г(а) при а из промежутка (-1, 0) принимаем значение 

Га +1) 
в соответствии с формулой (9). Так, например, 
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Если теперь взять а, удовлетворяющее неравенствам 

—2 <a < -1, то правая часть формулы (9) будет содержать значе- 

ния Гамма-функции при аргументах из промежутка (-1, 0), уже 

определенные нами выше. Это дает возможность по формуле (9) 

определить значения Г(а) при —2 <а < -1. В силу этого опреде- 
ления будем иметь, например: 

r(-2)- г _ r(-3) ees 
2 _3 _ 

2 

Определив теперь значения Гамма-функции в промежутке 

(-2, -1), мы, пользуясь формулой (9), сможем определить ее 

значения в промежутке (-3, —2), и т. д. Так мы можем опреде- 

лить значения Гамма-функции при любых отрицательных не 

целых значениях аргумента а. 

Выше было отмечено, что Г(+0) = lim, Г(а) = +. Из формулы 

(9) находим, что 7 

r(-0) = tim +9. 
а>-0 а 

Пользуясь этой же формулой (9), находим, что 

Г(а +1) _ Г(+0) _ _ r(-1+0)= lim 
a —-1+0 а _ | 

r(-1-0)= lim Et) PCO -.... 
а>-1-0 а — | 

F240) = tim 7+0 _TCl+0 _ 4 
a—>-2+0 a —2 

r(-2-0)= lim L@t) - ГС 9 _ 
а—>-2-0 а _2 

Sar 
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i 

Рис. 14.3. График функции у = Г(а) 

ит. д. Обычно это выражают словами так: Гамма-функция при нуле 
и при целых отрицательных значениях аргумента обращается 
в бесконечность (см. рис. 14.3). 

Замечание 2. Введенная в этом параграфе неэлементарная фун- 

кция Г(а) играет в математике важную роль. Для функции Г(а) 
составлены подробные таблицы, и при вычислениях она может 
использоваться наравне с простейшими элементарными функция- 
ми — показательной, тригонометрическими и т. д. 

Оказывается, что определенные интегралы различных типов 
могут быть выражены через Гамма-функцию. В частности, 
к таким интегралам нередко приводят задачи, связанные с вычис- 
лением площадей и объемов. Даже если функция имеет первооб- 
разную, являющуюся элементарной функцией, интеграл от этой 
функции зачастую целесообразно вычислять, используя Гамма- 
функцию. 

53. Примеры 

1 
Пример 1. Вычислить | = fx" (l-x°)>'dx (a>0, b>0, с>0). 

0 1-с 

> Положим xo =f = cx®'dx =dt = ах = “1 ¢ dt. Torna 
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Важно подчеркнуть, что здесь a, b,c — любые вещественные 

положительные числа, а значит, вообще говоря, неопределенный 

интеграл fx7"d -! ( xe) 'dx является неэлементарной функцией. 

Известно, что даже в случае, когда а, 5, с — рациональные числа, 

этот неопределенный интеграл является элементарной функцией 

woo а а 
лишь тогда, когда по крайней мере одно из чисел b, —, —+b — 

сс 
целое. 4 

n/2 
Пример 2. Вычислить I = fsin*”'x-cos’"' xdx (a>0, b>0). 

0 
№ Запишем этот интеграл в виде 

| si 
— |sin 
2 9 

{2 a-2 2-2 
| (sin? x} 2 : (cos? x} 2 .2sinxcosxdx. 
0 

a-2 b-2 [= x-cos’""x-2sinxcosxax = 

2 
Положим sin’ x=t => 2sinxcosxdx = dt. Тогда 

a b Г.Г — 
Г 5-1 | | (ав) 1 (=) 4 

Г=-|12 1-1 dt = -В| —,—|=-— 
>] (2 2 Е 4 2 (224) 

т 2 

nf? r($}-r 
T= ."а-1 dx = — [sin xdx => 
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Важно подчеркнуть, что и в этом примере a,b — любые 
вещественные положительные числа, а значит, неопределенный 

интеграл [sin?~' x - cos?” хах является, вообще говоря, неэле- 

ментарной функцией. «4 

> ах Пример 3. Вычислить Г = | 
oi+x" 

| _ 1 —-1 
№» Положим x" =f > х=ти = ae dt . Следовательно, 

1 => I/x-I 

r=—f* АЕ. 
To ltt 

+ а-1 
f 

Мы знаем, что B(a, db) = | dane dt . Значит, в нашем примере 
о (1+2 

—-l=a-l, 
] к 

1=а+6, 

откуда q=— И b=1-—. Имеем, таким образом 

r=4o(4, = Ш 
к п к 

(так как В(а, 1-а) = ‚ ели 0<а<1). 4 

+00 

Пример 4. Вычислить T= | ха dx . 
x 

| 2 

№» Положим х=1ъ х=, a 7 Зи Inx = Int. Тогда 

р 
[т 

1+1 
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te _а-1 

Введем в рассмотрение B(a, 1-а) = yt (О<а<1). Име- 
0 

tee _а-1 

dt = Sinna’ Продифференцируем обе части последнего 

tere! пр › cosna 
равенства по а. Получим dt =-п`-——_—— , откуда при 

о 1+1 sin” na 

a= находим 

-7 cos 2 
РЕЗ ‘Int, 2 3 2 2 

1+1 м. ЖЗ”. 0 sin? — 
3 

12. 2 24% 
Тогда / = =—-=n* =—n 
“93” 277



Глава 15 

РЯДЫ ФУРЬЕ. ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ 

$1. Тригонометрические ряды 

Определение. Две функции f(x) и g(x), заданные на проме- 

жутке [а, 6], называются взаимно ортогональными на этом проме- 

жутке, если 
b 
[Лод - g(x) de = 0. 

Лемма 1. Если 1 — целое число, то 

к 

[sinnxdx =0. 
-к 

» Если n=0, то (2) очевидно. 

cos nx|" 
=0. 

ый п |. < 

Лемма 2. Если n #0 — целое число, то 

к 

Если n#0, то [sinnxdx =- 

[eosmxdx =0. 
-к 

к . к 

> Jeosmx de = ЭТИХ =0. 4 
_х -к 

Teopema 1. Любые две функции системы: 

1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ..., созих, $т их, .. 

взаимно ортогональны на промежутке [—7, п]. 

(1) 

(2) 

(3) 

(Г) 
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} 1) Ортогональность Ги sink (k =1, 2,...) Ha промежутке 

[—1, 7] доказана в лемме 1. 

2) Ортогональность 1 и coskx (А =1,2,...) на промежутке 

[—1, 7] доказана в лемме 2. 

3) Ортогональность cos px и cosgx (p=1,2,... ; g=1,2,... ; 

p#q) на промежутке [—7, х| следует из того, что 

| 
COS px - созах = 5 [cos (p —q)x + cos(p+q)x], 

и из леммы 2. 

4) Ортогональность sin px и зтах (p=1,2,... ; g=1,2,... ; 

р #4q) на промежутке [-к, к] вытекает из того, что 

sin px - тах = 5 [eos(p — g)x - cos(p + q)x], 

и из леммы 2. 

5) Ортогональность sin px и cosgx (p=1,2,... ; g=1,2,... ) 

на промежутке [-—7, д] следует из того, что 

Sin px - созах = = [sin (p + q)x + sin(p — q)x], 

и из леммы 1. ® 

Теорема 2. Если п=1,2,... , то справедливы формулы 

к к 

J cos? nx dx = fsin? nxdx =n. (4) 
к a |S 

» 1) Joost nxdx = jeer ax =>] 
Jars 5 — совка =, 

Nee JS 

=0 ino лемме 2) 

2) fsin? nx dx = JES as 
-к -_к -t 

`. 

=0 (по лемме 2) 

t
o
]
 — 
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Теорема 3. Пусть функция Ф(х) — периодическая с периодом 

Г = ж, т.е. O(x + 2m) = M(x), хЕ (-—-,+00), H ф(х) интегрируема 

на любом конечном промежутке. Тогда для любого конечного а 

а+2к 

Доб = owas, (5) 

т.е. интеграл отпериодической функции, взятый по промежутку, длина 
которого равна периоду этой функции, имеет одно и то же значение 
независимо от положения промежутка на вещественной оси. 

> Имеем 

а+2к а+2к 

Joe) dx = Jowde+ focars Jocde, 
a | 0 JS |< 7 

д Ww 

=Л => =J; 

В интеграле J; сделаем замену, положив х =u +2. Получим 

а 

ф(и+ 2n) du = fow du, 
0 =) 

‘а+2к 2к 

т.е. J; =-Л!.Атогда Jo(x)dx = J, = fo(x)adx. < 
а 0 

Следствие. В теоремах | и 2 промежуток [—7, 7] можно заме- 

нить промежутком [a, а+2ж]|, где а — любое конечное число. 

Определение. Бесконечный ряд вида 

А + (а, cosx + 5, sin x) + (a, со$2х + by sin 2x) +... + 

. (6) 
+ (a, созих + В, sinnx) +... 

называется тригонометрическим рядом. 

Теорема 4. Если функция f(x) задана на промежутке [-х, 7] 

и разлагается в этом промежутке в тригонометрический ряд, 

сходящийся в [-п, п] равномерно, то коэффициенты А, а, &, а>, 

by, ... этого ряда определяются однозначно. 

» По условию для всех x в [-к, п] имеем 

f(x) = А+ (а, cosx + 5, sin x) + (az cos2x + В sin 2x) +... + 

(7) 
+ (a, cosnx + 5, sinnx) +... , 
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причем ряд, стоящий в правой части (7), сходится равномерно 

в [-л, 2]. Проинтегрируем обе части (7) пох от -п до т (так как 

члены ряда (7) непрерывны и ряд (7) сходится равномерно 

в [-к, mt], то его можно почленно интегрировать). Получим, при- 

няв во внимание леммы [и 2: 

[Pop de = [Ade +0 => Год = A. 2n => 

—% —X 

А=5- Года. (8) 

Умножим обе части (7) на созих (это не нарушает равномерной 

сходимости ряда (7) в промежутке [-к, rt], ибо созих — функция 

ограниченная) и проинтегрируем полученное равенство по хот —п 

до г. В силу ортогональности системы (Т) на промежутке [-х, 7], 

в правой части исчезнут все члены, кроме одного. Будем иметь, 
следовательно, 

к к 

J F(x) созпх dx = fa, cos? nxdx =a,-™% => 

ae _ a, = п JF) cosmx dx (п=1,2,... ), (9) 

Аналогично, умножив обе части (7) Ha утих и интегрируя по 

хот -—п до п, получим 

b, =+ J feosin mca (n =1,2,... ), (10) 

Итак, если функция f(x) на промежутке [-п, п] разлагается 

в равномерно сходящийся тригонометрический ряд, то коэффици- 

енты A, а,, 5, (п=1,2,... ) определяются однозначно соответ- 

ственно по формулам (8), (9), (10). 

Определение. Пусть f(x) е А(-п, п). Числа 

A ви Гук, а, 1 [ £00) созих dx, b,, -1 [ Годятих de 
21 -, > T 
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(n=1,2,... ) называются коэффициентами Фурье функции f(x) , 

атригонометрический ряд (6) с этими коэффициентами называется 

рядом Фурье функции f(x). Из доказательства теоремы 4 вытекает 

следующая теорема. 

Теорема 5. Если функция f(x) на промежутке [-к, п] разлага- 

ется в равномерно сходящийся тригонометрический ряд, то этот 
ряд обязательно есть ее ряд Фурье. 

Замечание. Составить ряд Фурье можно для любой функции 

Г) в К(-п, п]. Однако это вовсе не означает, что всякая такая 

функция f(x) разлагается в ряд Фурье на промежутке [-к, п], 

ибо составленный ряд может расходиться и может сходиться, но 

нек f(x). 

Если ряд А + У (a, coskx + В, sin Ах) есть ряд Фурье для функ- 
k=l 

ции f(x), то пишут 

f(x) - А+ ¥ (a, cos kx + В, sin kx). 
k=l 

§2. Интеграл Дирихле 

Лемма. Справедливо тождество 

. 20+1 
sin oO 

1 + cose: + cos 2a +... + Cos no = , (1) 2 
._ (1 

2sin > 

1 
№ Положим 5 = 5 + COSA + COS2M +... + созла, , откуда, умно- 

. oO 
жив обе части Ha 251“. ‚ находим 

. a . a ‚а . a а 
5.2515 = sin > + 2sin > cose. +291 5.60520 +... + 251 > Cosne 

Ho 2sin Acos В = sin(B + A) —sin(B — A). Поэтому 

5.2915 = sin $ + (sin Scr - si $] + [папа + ... + 
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2n+i1 
+ (sina sin ha) = §.2sin==sin о 

2 2 2_ 2 

2+1 
sin Oo 

— если a # 2kn (k =0,£1,+2,... ), то 5 = 2 

2sin— 
2 

Итак, тождество (1) установлено для © = 2kn (kK =0,+1,+2,...). 

Оно верно и для © =2КАп, если понимать его в этом случае 

в предельном смысле. В самом деле, имеем: 

1) lim | cosa +cos2a+...+cosna|=ten= ИТ, 
a—>2kn\ 2 2 2 ’ 

. n+ i 
sin о | замена: © = 2kn +В, 

2) lim 2 = _ 

ты 2sin > В 0, если a > 2%. 

2n + | . 20+1 21+1 k(2n+l) с; 
, (-1) + sin— —B 5 В 5 ——В n+l 

= lim B = lim В = lim В = 5 4 

Pe 2-Cpksing asin P28 

Пусть f(x) е R([-n, x]). Составим для этой функции ee ряд 

Фурье и рассмотрим частичную сумму 5,„(х) этого ряда при 

п 

закрепленном x. Имеем S,,(x) = А+ У (a, coskx + В, sin Ах). Под- 
k=l 

ставим здесь вместо A, а», by их выражения: 

1 * 1 7 Го 
= — . = — . =—— f at А=>- 704 a, x сова by > JF@sinkt , 

aan 

S,(x) =— =) f(t)dt + >= f f(t) (cosktcoskx + sinktsinkx)dt => 
-К 

> s,)=1} 70] + Seosk (es) far 
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Гл т ы — x) 
По лемме, 5+ У cosk (1-х) = ar = . Поэтому 

к=1 2 sin 
2 

sin 2n +1 (-х) 

S,(x) = = x | 10 и. (2) 
J sin— 

(2) — сингулярный интеграл Дирихле. 

Обозначим через R,, класс функций, которые заданы в про- 

межутке (—co; + oc) , интегрируемы в каждом конечном промежут- 

ке и имеют период 2х. 

Возьмем функцию f(x) € Ro, и преобразуем интеграл Дирих- 

ле такой функции (T. е. преобразуем частичную сумму 5,„(х) ряда 

Фурье такой функции). Имеем 

(и x) 

S,(x) = =— | 70 dt . 
тя ый 2 

Положим Г=х-+и (x закреплено, и — новая переменная). Тогда 

В этом интеграле промежуток интегрирования имеет длину 27 

(п-х-(-к-х) =2п); подынтегральная функция — периодиче- 

ская с периодом 27 (это легко проверить). По теореме 3 предыду- 

щего параграфа промежуток интегрирования [-пк-х,п-х] MOX- 

но заменить любым промежутком, длина которого равна 27. Tak 

что будем иметь, например, 

r 2n+1 
sin И 

5, (х) -x| f(x+u) a du. (3) 
ый sin 5 
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В интеграле (3) сделаем замену и = 2¢,. Тогда 

nf2 

_1 sin(2n + 1) f, S,(x) = [с т, (4) 
-п/2 

Разобьем интеграл (4) на два интеграла по схеме 

х/2 п 0 

[=] +] 
-1/2 00, -n/2 

В интеграле У. сделаем замену, положив f, = —-f,. Получим 

к/2 

Ja= | лез" еинВ dt 

sin [5 

Мы знаем, что переменную интегрирования можно обозначать 
любой буквой. Поэтому можно написать, например, 

к/2 n/2 

sin(2n + l)f sin(2n +1) tf 
J, = | t+ 2?) aa? dt; ФТ, = - [м 27) df, 

тр 

0 0 

и, следовательно, для 9,„(х) будем иметь окончательно 

sin = + УИ 

nt 
5 „9 = — 7 [f(x + 27) + f(x - 27)]. (5) 

Итак, если функция f(x) e€ R,, то частичная сумма S,(x) ряда 

Фурье этой функции выражается формулой (5). 

Частный случай. Пусть f(x) = 1. Ясно, что f(x) е Ry, , а пото- 

му частичная сумма 5,(х) ее ряда Фурье, в силу (5), будет 

выражаться так: 

_ 177, sinQn+DF | 
у 0 тр 
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n 

Но с другой стороны: 5„(х) = A+ У (a, coskx + В sin kx), где для 
k=l 

нашей функции f(x) =1 будем иметь 

| х 

A=—|1-dt=1; 
am! ° 

1 % 

a, = |1-cosktdt = 0 (k =1,2,...); 
—T 

b, = — fl-sinktdt=0 (k=1,2,...). 
К 

—T 

Значит, S,(x) = 1. Таким образом, получаем 

к/2 ~ 
1=2 | sin (2n + 1)f di. 

my Г (6) 

§3. Теорема Римана — Лебега 

Теорема. Пусть функция w(t) е Ria, 5]). Тогда 

lim Fu(Osin arat = 0. (1) 

№ Возьмем =>0 — любое, сколь угодно малое и разобьем 

промежуток [a,b] точками а=ц <t) <t, <...<t, =рЬ на столь 

п-1 5 
малые части, чтобы оказалось: Ув, (цы —tk) < 5. Здесь WO, — 

колебание функции y(t) на промежутке [1,,1,.:]. (Так сделать 

можно, ибо это — необходимое и достаточное условие интегри- 

руемости функции y(t) на промежутке [а, 6].) Выбранный спо- 

соб дробления промежутка [а, 5] закрепим и менять не будем. 

Тогда, в частности, закрепится и п. Наш интеграл 

b 
J(z) = | цу (1) эт 2141 запишется так: 

а 
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n—Warst 

J(z) = У, Jy (@)sin zadt = 
k=0;, 

п 

=) {lyo- у (t,)]sin zt dt + yy) “fin ztdt. 
k=04, =0 м 

Если {Е [1,11], то №( — w(t,)| < @, . Следовательно, 

Лу (t) — w(t,)]sin zt dt] < 
by 

Дуо w(t): sin 21 24 < wy (tes ~ ty). 
<a, “eT 

Но тогда 

—1 1441 

< So Kear — fh) <>. 
k=04, 

Поэтому |J (<5 <=+ IM )|- И sin 2. 
I 

ченная в [a, 6], ибо \ (1) е К(а, 6]). Пусть М = зиру (1]. Тогда 
[a, 6] 

Функция w(t) — ограни- 

№(1, |< М . Кроме того, 

tks! COS 21, — COS 2f 
{sin zd _ |Coszte test < 

if | < |5 Ра 

Значит, 

n-l tral 2 

dv @)|-| [sin 24 < 2М 
k=0 

4 

= 2М 
(п — число слагаемых). Следовательно, |J(z)] < stan. Пусть zy 

2M = 
столь велико, что при Z > <, оказывается: ——.n< 5 (М un— 

< 

определенные числа). Но тогда при < > 2% будет [7(:)| < =. А это 

означает, что lim J(z)=0. 4 
Z—>+00 
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Замечание 1. Теорема Римана — Лебега допускает обобщение, 

а именно. 

Пусть функция w(t) определена в (а,6], интегрируема 

b 
в каждом промежутке [a, b], ге a<asb; интеграл | lw (24 

а 

b 
существует уже как несобственный. Тогда lim | yw (t)sin <1 4 =0. 

&— + 
а 

» Возьмем => 0 — любое, сколь угодно малое. По условию, 

b b b 

Jly(oldt сходится. Это означает, что т [№(0]4 = Jlycolar, 
a a—at0e 2 

или что 

b b 

Jly(olat - у@@ > 0 при © —>а+0 © 
а a 

a 

> [№0] 4-0 при а а+0. 
а 

Последнее означает, что взятому &> QO отвечает число a 

(a <Q < 5), такое, что при всяком ©, удовлетворяющем условию: 

= 

2 
а 

будь @а, удовлетворяющее условию: а < а < а. Имеем 

0 4 

а<а < од, будет: | № (24 <=. Выберем и закрепим какое-ни- 

b a b 

J(z) = Jv @)sin zt dt = fy (dsin edt + fy (sin zdt. 

При всех Zz справедлива оценка: 

(64 с a 

{ v@sin а < [у] - [sin fat < [ly @lat < = 
a a a 

Далее, функция w(t) интегрируема Ha промежутке [a, 5] в обыч- 

ном смысле. Поэтому, по теореме Римана— Лебега: 

b 
lim | цу (1) sin ztdt = 0. А это означает, что взятому = > 0 отвечает 

&—> += 
a 

число Zq > 0, такое, что для всех < > < будет 
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<= 7° 
b 
Jv (sin ztdt 
a 

И, следовательно, для всех Z > Zp будем иметь [J (z)| < =. Последнее 

означает, что lim J(z) =0. 
Z— +00 

Замечание 2. При тех же условиях относительно функции 

y(t) аналогичным образом устанавливается, что 

b 

lim [y(‘cosztdt =0. (2) 
ZT toot 

Замечание 3. Пусть f(t) е К(-т, п]). Тогда 

х 

1 Lf осовний, > 0; b, == [ f@sinneat > 0, 
—T 

т.е. коэффициенты Фурье любой интегрируемой Ha промежутке 

[-^, х] функции стремятся к нулю при неограниченном увеличе- 

нии номера п. 
Следствие из теоремы Римана—Лебега (принцип локализации). 

Пусть функция f(x) Е Ro,. Мы знаем, что при любом закреплен- 

HOM xX 

5 no = LT [fees + 27)]- Sane 4. (3) 

Пусть О<а<х (здесь @=const; а можно взять сколь угодно 
малым). Представим правую часть (3) в виде суммы двух инте- 
гралов: 

sin ке + lr 5, (x) == i [f(x + 27) + f(x- 27) dt +0,,(x), (4) 

где 

с (x) = = | [f(x + 27) + f(x - 20). sin Qa ey 
Nal 2 
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В промежутке Е 5 = функция Sint непрерывна и не обращается 

Ах + 2Г) + f(x- 27) < AE =|) Ho 
в нуль. Значит, функция 

тр 

тогда по теореме Римана — Лебега a, (x) —› 0. Tak как число а 
ео 

можно взятьлюбым сколь угодно малым, положительным, то из (4) 
следует так называемый принцип локализации. 

Поведение ряда Фурье любой функции f(x) e Ro, в закреп- 

ленной точке х зависит только от значений, принимаемых функ- 

цией f в любой сколь угодно малой окрестности точки х. 

Иначе:если f(x) и g(x) — две функции, принадлежащие R,, 

и совпадающие в промежутке [x —a, x +a] (0 <а<тп), то в самой 

точке х ряды Фурье этих функций ведут себя одинаково, т.е. они 

или оба расходятся, или оба сходятся, и притом к одной и той же 

сумме. 

№ Пусть 5„(Л,х) и S,(g,x) — частичные суммы рядов Фурье 

(соответственно функций f и g) при закрепленном x. Тогда 

мии dj +0 (x), 5 „Рю = | [f(x + 27) + f(x - 27)]- 

4/2 > 

5,(8,x) = — я [e(x +27) + g(x -27)]- SAE +в, 
sin tf 

~ a ~ ~ 
Если ГЕ В ‚ то точки X—-2f их+2{ попадают в промежуток 

[х-а, х+а] и, следовательно, 

1 4/2 

х | [и+20+ Л 27) 
sin < + 1)t ii = 

1 2/2 

| -1 =] [g(x + 27) + 5(х- 27)]. sinus dt 

А тогда S,(f,x) — S,(8,x) = а, (х) - В„(х). Но a,(x) > 0; 
В, (х) — 0. Значит, S,(f,x) - 5,(8,x) > 0. 4 
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$4. Проблема разложения функции в ряд Фурье 

1°. Пусть функция f(x) € К›„. Составим ряд Фурье функции 

f(x) и рассмотрим частичную сумму 5,(х) этого ряда при 

закрепленном х. Мы знаем, что 

Si, (x) = = 7 (+29) + f(x - 20)]- sina De 
at , (1) 

к/2 
| 2. sin (2n + It (2) 

0 sin f 

Пусть A — некоторое постоянное число. Умножим обе части (2) Ha 
число A и вычтем из (1) соответствующие части получившегося 
равенства. eons 

sin (27 + 1 

sint 
S,(x)-A=— г [f(x + 21) + f(x - 2r) - 24]. (3) 

Из (3) видно: для того чтобы ряд Фурье функции Г в точке X схо- 
дился и имел своей суммой число А, необходимо и достаточно, 
чтобы было 

rl? F(x +21) + Х(х-20-2А 
lim > 
т] sint 

sin (2n + l)rat =0. (4) 

Из обобщенной теоремы Римана — Лебега следует, что соотноше- 

ние (4) заведомо выполняется, если только существует интеграл 

m2 (х +20) + f(x- 21) - 2A\ 

J sin? (5) 
0 

Так как sint ~ ¢ при # > 0 ‚то интеграл (5) существует, если суще- 

ствует интеграл 

R21 f(x +21) + Гх-20-2А 
| и i ) | ‚ ИЛИ 
0 

ИО + fen pny 6) 

(здесь заменили 2f Ha 2. 
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Таким образом, доказана теорема (признак Дини). 

Признак Дини. Пусть функция f(x) € R,,. Если в некоторой 

точке х оказывается, что существует интеграл 

tIf(x+0) + f(x-f) -2Al 

J dt, где А— некоторое постоянное чис- 

ло, то в этой точке x ряд Фурье функции Гсходится и имеет своей 
суммой число А. 

Замечание 1. В признаке Дини вместо существования интег- 
к а 

рала | можно говорить о существовании интеграла |, где а>0 , 

0 к а 0 

ибо интег ралы | И | сходятся или расходятся одновременно. 

0 0 
pZ@rn+ Se“ 24 

t 0 
Замечание 2. Интеграл dt не может 

существовать при двух различных значениях A. 

№ Предположим противное, а именно, допустим, что наш 

интеграл сходится при A= A, ипри А = 4, ‚ где А, # A>. Имеем 

А -4› _ Л(х+д+Л(-10-24)  f(x++f(x-1)- 2A, 

t 21 7 21 

|A, - 4] й (x41) + f(x-1)- 2A, Ver +s@-9-24I 
to 7 21 | 21 iS 

=> 

Если наше предположение верно, TO получаем, что должен схо- 

A,| х А _ 

диться интеграл | | ; dt, а это He так. q 
0 

Следствия признака Дини. 
Г. Пусть: 

1) f(x) = Rox; 

2) f(x) имеет в некоторой точке х конечную производную f(x). 
Тогда ряд Фурье функции f в этой точке х сходится и имеет 

своей суммой f(x) (т.е. в этой точке x наша функция f разлагает- 

ся в ряд Фурье). 

>» Утверждение пункта I будет доказано, если показать, что 

существует (т.е. сходится) интеграл 
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ПИ + fa 9- 2S) 5, 7) 
И 

Видим, что точка #=0 есть единственная особая точка для 
несобственного интеграла (7). (В этой точке подынтегральная 

функция не определена.) Имеем 

f(x+h+ f(X-N- 2h) _ lim 
1+0 f 

= fim( LE *9= £09 fen) £O)). С) ГО = 

= подынтегральная функция в (7) является ограниченной в правой 

полуокрестности точки 1 = 0. Значит, несобственный интеграл (7) 

сходится. «$ 
П. Пусть: 

1) f (x) е Ron 

2) в некоторой точке х существуют конечные односторонние 

производные //(х) и f2(x). 

Тогда ряд Фурье этой функции в упомянутой точке х сходит- 

ся и имеет своей суммой f(x). (Значит, и в такой точке х наша 

функция / разлагается в ряд Фурье.) 

>» Как и в случае I, достаточно убедиться в ограниченности 

f(x+t+f(x-t) -2f(@) функции в правой полуокрестности 

TOUKH ¢t =0. А это следует из того, что 

lim Л +2+1/@-0-2/0) _ 
1340 t 

= (До +)-f@ _ f@-)- а) _ 
—f 

= F(x) - ©) 
есть конечное число. «4 

Ш. Пусть: 

1) f(x) е Ry; 
2) в некоторой точке х существуют следующие четыре конеч- 

ных предела: 
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a) f(x+0), 6) f(x-0), 

x+f)-— f(x+0 1+0 1+0 и ды 
[ 1—+0 

Тогда ряд Фурье этой функции в упомянутой точке х сходится 

А - 0) + f(x +0) 
5 . 

>» Как и выше, достаточно убедиться в ограниченности функ- 

f(x+ t+ f(x-N)- f(x+0)- f(x-0) 
f 

ности точки ¢ = 0. А это следует из того, что 

ни LTO tL —) — fx 0)- f&-9 _ 
1+0 [ 

а С. 
1+0 [ —f 

в) lim 
1+0 

f(x-N- SX-9) _ 
_} Fs 

и имеет своей суммой 

ЦИИ в правой полуокрест- 

— конечное число. 4 
2°. Случай, когда функция не является периодической. 

В пункте 1° мы предполагали, что функция f(x) — периоди- 
ческая с периодом 27. Откажемся теперь от этого предположения. 

Основная теорема. Пусть функция f(x) задана в промежутке 
[-л, п] и в каждой точке этого промежутка имеет конечную произ- 
водную f’(x) (здесь уже f(x) ¢ R,,). Тогда ряд Фурье функции 

f(x) сходится в промежутке [-т, п], и его сумма 5(х) такова: 

f(x), если хЕ (-n, п); 

Л(-п) + f(x) 
| 2 

S(x) =: 

‚ если X=. 

(Теорема устанавливает разложимость функции f(x) в ряд 

Фурье в промежутке (-п, п), а также сходимость этого ряда 

в точках х=-д, X=T.) 

» Введем в рассмотрение вспомогательную функцию g(x), 

определив ее на всей вещественной оси следующим образом: 

g(x) = I(x), если ХЕ [-7, п); 

&(х+2п) = g(x). 
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—ы 
д Tt 

График функции y= f(x) 

Рис. 15.1 

Заметим, что функция g(x) € А›.. Поэтому к ней применима 

вся предыдущая теория. 

Отметим также, что ряд Фурье для функции g(x) совпадает 

с рядом Фурье для функции f(x), ибо совпадают соответствую- 

щие коэффициенты этих рядов. В самом деле, имеем, например, 

а„(&) = . Je(@)cosntdt; a,(f) = > [f@cosntdt, n=1,2,... 
~—T 

У нас g(t) = f(t) в [-к, п). Отсюда заключаем, что a,(g) =a,(/), 

ибо изменение значения подынтегральной функции в одной точ- 
ке не изменяет величину интеграла. 

а) Возьмем любую точку хЕ (-к, п) и закрепим ее. Ясно, что 

g(x) = f(x). Всегда можно указать окрестность точки х: Us(X) 

такую, что из(х) с (-п, п). Взятому х дадим приращение Ах — 

любое, но такое, что Ах #0 и точка х+Ахеи, (х). Имеем 
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g(x + Ax) - g(x) _ f(X+ Ax) - f(x) 
=> 

Ax Ax 

= lim g(x + Ax) — g(x) = lim S(x+Ax)—- f(x) — f(x). 

Ax-0 Ax Ах>0 Ах 

Отсюда заключаем, что существует конечная производная 2&’(х), 

причем g(x) = f’(x). А тогда, по следствию | признака Дини, ряд 

Фурье функции g(x) (а значит, и функции f(x)) сходится 

в точке х и имеет своей суммой g(x) (а значит, f(x) ). 

6) Пусть теперь x = 1. Покажем, что в этой точке выполняются 

условия следствия Ш признака Дини. Действительно, имеем: 

1) g(x -0) = Jim, g(t) = lim | Г@) = f(x) существует, конечный; 

2) g(x+0)= Jim, g(t) = lim g(x+t)= lim g(—n+f)= lim f(—r+h= 

= /(-п) существует, конечный; 

3) lim 8+) 2+0) | gmt )-Sn) _ Лтд _ 

#0 1 1—0 { 1—0 { 

= /.(-п) существует, конечный; 

4) im, sn BEAD = him = (п) существу- 
—f t—+0 

f(x-1)— f(x) 
-f 

ет, конечный. 

А тогда ряд Фурье функции g(x) (а значит, и функции f(x) ) 

в рассматриваемой точке xX = п сходится и имеет своей суммой 

g(n-O)+g(n+0) _ А+ Ся) 
2 2 

Совершенно аналогично устанавливается сходимость ряда 

Фурье функции f(x) к сумме f cus т) в точке х =-т. 4 

Заменание I, Если, в частности, Г(-пк) = f(x), то функция 

f(x) разлагается в ряд Фурье в замкнутом промежутке [-х, 7]. 

Замечание 2. Так как члены ряда Фурье есть функции перио- 

дические с периодом 2х, то и его сумма (XxX) является периоди- 

ческой с периодом 2ж, т.е. 5(х+ 2) = S(x), ХЕ (-<°, +0). 
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Замечание 3. Основная теорема допускает следующее обобще- 
ние (оно доказывается аналогичными рассуждениями). 

Пусть f(x) е В((-т, к]). Тогда: 

1) в каждой точке хе (-х, п), в которой существуют четыре 

конечных предела: 

а) Г(х-0), 6) f(x+0), 

в) lim А+ - f(x +0) 

- {—+0 [ 

op lim S(x-N- f&-9) 
t +0 —f 

ряд Фурье функции f(x) сходится и имеет своей суммой: 

1х -0)+ Л(х +0). 
2 >] 

2) ряд Фурье функции f(x) сходится в точках X =-п, X=1NK 

Ук + 0) + Л - 0) 
сумме » если существуют четыре конечных 

2 
предела: 

а) f(-n+0), 6) f(x-0), 

B) lim f(-n +1) - f(-2 +0) | г) lim f(xn-t)- f(r-9) | 

1—+0 | 1—+0 —f 

Заметим, что если точка х Е (-х, п) является точкой непрерывнос- 

ти функции f(x), то в этой точке Г(х - 0) = f(x), Л(х + 0) = f(x) 
и, следовательно, 

Ик 1+9 д 

Пример. Пусть 

0, ссли хЕ[-х, 0); 

f(x) =$2, если х=0; 

И, если ХЕ (0, 7]. 

Видим, что f(x) е А(-м, ]). Найдем коэффициенты Фурье этой 

функции. 
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Рис. 15.2. График функции у = f(x) 

х 0 m 0 | 

—к 0 М \ on 0 2 

wv 

а, — | F(x) cosnx dx = + fo cosmds + |1 cosmea| = = 0, 
-T к 

п=1,2,... 5 

1% 1 0 к 

by = — [ ок) т nx dx А fo-sinnxas +f sinnsds) 
-х -х 0 

`0, если п-— четное: К _ |— (-1)” 9 9 

= > b=; 
0 nme 

] 
= —— COSNX 

nv nM’ если N— нечетное. 
s 

Получаем, следовательно: 

1) Для хе (-к, 0) U (0, x): 

1+ sinx sin3x  sinSx sin (21-х ; 
=-+— + + +... + +... |; Ло = + = 3 5 2n— | 

р 

© if 0) le) 

$ $ у2$ $ $ ¢ x 
— © On о 6 —>— 
—3n —2n —T |0 Tt 2n 31 

Рис. 15.3. График функции у = 5(х) 
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2) Сумма 5(х) ряда Фурье в точке x = 0 

f(-0) + f40) _ 0+1 1 
50) = 2 22. 

3) Сумма S(x) ряда Фурье в точках х=-п; х=к 

S(+n) = pen == =5. 

55. Ряды Фурье четных и нечетных функций 

I. Пусть f(x) е А((-м, п]) и f(x) — четная. Найдем выражения 
для коэффициентов Фурье в этом случае. Имеем 

4a f foe x) dk = лед (1) 
—T четн. 

a,=1 | f(a). cognsde= 2 f(s)eosmeds, n=1,2,..., (2) 
—п четн. четн. 

четн. 

к 

b, == | £(x)-sinnxds =0, n=1,2,... (3) 
—%T четин. HCuCTH. 

нечстн. 

Таким образом, доказана теорема. 
Пусть: 

1) f(x) е В(-т, п], 
2) Г(х) — четная. 

Ряд Фурье такой функции не содержит синусов кратных дуг, т. е. 

f(x) - А+ Ya, созих, 
n=] 

причем коэффициенты A, a, (п=1,2,...) можно вычислить по 

формулам: 

АТГ a, = 2 f F(x) cosnxde, 
по по 
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П. Пусть f(x) € А(-п, п]) и f(x) — нечетная. Для коэффици- 
ентов Фурье функции f(x) в этом случае будем иметь 

A= | f(x)de=0, (4) 
—T нечетн. 

T 

_! _ =~ | f(x) созих ах =0, п 

—п нечетн. ‘CTH. , 

| 
=
 

%
 NO

 
w
 e e 

w
 (5) 

нечетн. 

b, =f f(x) sims sin nx dx = 3) Foosinneds, n=1,2,... (6) 
—л нечетн. нечети. 

четн. 

Следовательно, доказана теорема. 
Пусть: 

1) f(x) в В(-т, п], 
2) f(x) — нечетная. 

Ряд Фурье такой функции не содержит свободного члена и коси- 
нусов кратных дуг, т.е. 

f(x) ~ УВ sin nx, 
n=l 

причем коэффициенты В, (п = 1, 2, ... ) можно вычислить по формуле 

re 

5, = 2 [ f(x)sin nx ах. 
по 

Пример 1. Пусть f(x)=x, хЕ|[-т, x]. Видим, что для этой 

функции выполнены условия основной теоремы. Кроме того, 

замечаем, что f(—x) =—f(x), т.е. f(x) — нечетная. Поэтому 

A=0; a, =0 (n=1, 2... ); 
~ = 

2. 2 2 
b,, ==|xsinnxdx =-— | x-dcosnx=-— xcosnx|, — 

м, п nT 



= 2 neosnn = —2. (-1)” = (-1)"*! 2 
ne nN 

Получаем, следовательно: 

1) Для хе (-n, 1): 

[ne sin2x  sin3x 
х=2. _ _ _yyatl . 2 + 3 . + (-1) 

sin nx 
+... |. 

2) Сумма 5(х) ряда Фурье в точках х=-п; х=л равна: 

S (+n) — ню f(t) — = п =0. 

Изобразим графически у=хиу=5(х). 

AY AY 

fff А СЕ 
ит ie ы ™ т : 

Рис. 15.4. График Рис. 15.5. График 

функции у = 5(х) функции у = f(x) 

Пример 2. Пусть f(x) =х?, x e{-n, п]. 

Видим, что для этой функции выполнены условия основной 

теоремы. Замечаем, далее, что /(-х) = f(x), т.е. f(x) — четная. 

Поэтому В, =0 (п=1,2,... ). 

по 

2 

a, = а x*dsin их = 
0 

2/2. T . 
=-— | хзших —2|xsinnxdx |= 

пт 0 
4 0 >. wv = 
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4 Е 4 Е cos 
=— | xdcosnx =—_]| xcosnx\" — | cosnx dx |= = (- I 
Fal nn) nlp | п? 

=0 
(n =1,2,...). 

Получаем, следовательно, 

2 
п созх cos2x COS3xX _ созих 

vata mg 32 ree tJ 
Отметим, что равенство (7) верно для всех хе [-nz, x], ибо 

f(-n) = f(x). 

Изобразим графически y= x? и y=S(x). 

AY AY 

ИИА = M/E 
—T к ЗК 51 — —л ~ > 

Рис. 15.6. График Рис. 15.7. График 
функции у = S(x) функции у = f(x) 

Положим в равенстве (7) x = 7. Получим 

п-т. +41 pte tits > 
3 2 22 32 п? 

> | д? 12 on? 
=> — se — La a 12 6 

Итак, 

1 | 1 д? 
—+—+—+...+—+...= — 
12 22 32 п? 6° (8) 

Найдем сумму ряда 

| 1 1 1 
—+—+—+... 
12 32 52 (21-1) 0) 
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Для этого подсчитаем сначала сумму ряда 

| ] ] ] 
—+—+— +... + +... 10 
2? 4? 6? (2п)? (10) 

Имеем 

Е, 4) _ 
22? 4? 6? (2n)? 

ita + Pt 2-4 
4 22 32? 46 24 

Но тогда 

1 1 
—+—+—+...+ +...= . 

32 5? (2n 1)? 6 24 8 

$6. Разложение в ряд Фурье функции, 
заданной в “неполном” промежутке 

Пусть функция f(x) задана в промежутке [а, п], где 

—п<а<п, непрерывна там и имеет конечные /Л,(х), Л“(х). 

Выберем произвольную функцию g(x), заданную в промежутке 

[-1, а), непрерывную там и имеющую конечные gi (x), #^(х). 

Пусть, кроме того, функция g(x) такая, что существуют конеч- 

g(x) - g(a ~ 0) . Введем 
х-а 

ные пределы: #(а -— 0) = lim g(x); lim 
х>а-0 х—а-0 

в рассмотрение “составную” функцию F(x), положив 

f(x), если хе[а, r], 

F(x) = (1) 
g(x), если x e[-7, а). 

К функции F(x) уже применима предыдущая теория (основная 

теорема и ее обобщение). Согласно этой теории, для всех 

x = [-х, nm], кроме, быть может, точек X =a, х=-ц, х=л, будет 

F(x)=A+t У (a, созих + В, sin nx). (2) 
n=l 
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—T 

Рис. 15.8. График функции у = F(x) 

В частности, для всех хе (a, п) будет 

f(x) = А+ У (а, cosnx + В, sin nx) (3) 
n=l 

(ибо F(x) = f(x), x € (a, п) ). Отметим, что согласно той же тео- 

рии, ряд, стоящий в правой части (3), сходится и при х =a и при 

х = д, причем сумма его „5(х) в этих точках такова: 

5 (а) — g(a — 3+ f(a) 

( f(x) задана и непрерывна справа в точке Xx =а), 

5(п) — seas f(x) | 

Следует иметь в виду, что в правой части равенства (3) стоит ряд 

Фурье функции Р(х). Поэтому 

4=5 | Pode = т Табак | rood 

а, Е raycosma= 1 facncasmsas} дала п=1,2,...; 
п. к| и 

b, = f F(x)sin nx dx = 
п, 

А favo sinnxaes] Удали п=1,2,. (4) 
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Заменание 1. Если “дополнительная” функция g(x) такая, что 

2(а-0) = f(a), #(-к) = f(x), то разложение (3) будет верно BO 

всем замкнутом промежутке [a, 7]. 

Замечание 2. Из формул (4) видим, что коэффициенты 

А, а, в, (п=1,2,...) в ряде (3) зависят от g(x), а g(x) — 

произвольная функция. Поэтому существует бесчисленное мно- 

жество тригонометрических рядов, представляющих нашу функ- 

цию f(x), заданную в “неполном” промежутке (напомним, что 

для функции f(x), заданной на промежутке [—-7, п], есть только 

один тригонометрический ряд, равномерно сходящийся, пред- 

ставляющий f(x), — это ее ряд Фурье). 

Рассмотрим случай, когда а =0. 

I. В этом случае можно, в частности, положить 

g(x) = f(-x), xe [-т, 0). (5) 
При этом будет 

8(-0) = f(0);  g(-n) = f(x). (6) 

При таком выборе “дополнительной” функции g(x) “составная” 

функция F(x) оказывается четной и будет, следовательно, разла- 

гаться в ряд Фурье по косинусам. Принимая во внимание замеча- 

ние I, будем иметь для всех хЕ[0,х]: 

f(x) = А+ Ya, cosnx , (7) 

причем здесь nl 

д= ГЕ = "Туба, 
то по 

х Хх 

a, = =f F(x) cosnx dx = =f f(x) cosnxdx, n=1,2,... , 
0 0 

так как F(x) = f(x) для x €([0, x]. 

Ay 
у = &(х). -- y=f (x) 

pene” ~ 
| | x 
ry rm > 

= i 

Рис. 15.9. График функции у = F(x) 
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II. В случае, когда а = 0, можно также, в частности, положить 

g(x) = -f(-x), хе [-л, 0) . 

При таком выборе “дополнительной” функции g(x) “составная” 

функция F(x) будет разлагаться в ряд Фурье по синусам. Это 

разложение будет справедливо, вообще говоря, лишь для 

ХЕ (0, к) ‚т.е. получим 

f(x) = > b, тих, xeé(0,7), (8) 
n=l 

причем здесь 

27 2* 
b, = —| F(x)sinnxdx =- | /(х)тихак. 

по по 

Ряд, стоящий в правой части равенства (8), сходится и при x =0 

и при x =. Его сумма 5(х) в этих точках равна нулю. Заметим, 

что если функция f(x) , заданная на промежутке [0, к], такая, что 

f(0)=0 u f(x) =0, то разложение (8) будет верно в замкнутом 

промежутке [0, п]; если же (0) =0, a f(x) #0, то разложение 

(8) будет верно в (0, к). 

Ay 
y=f(x) 

NN 
—TIl ! 

Tt 
ь_У= a(x) 

< 
~ 

~~ 

x 
>> 

`® 

Рис. 15.10. График функции у = F(x) 

Пример. Пусть f(x) = х?, хе [0, 2], разложена в ряд Фурье по 

синусам (значит, g(x) =-х?, хе[-т, 0)). Пусть 5(х) — сумма 

ряда. Здесь f(0)=0; f(x) =п?(+ 0). Равенство х? = S(x) верно 

2 2 

при O<x<n. 5(п) =0 (5) = $+ LD) _ п’ tn 
5 5 =0). 
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АУ 
yA 

y= flx ЗВ 
п Их ИВ. 
НА в ^ —м® —3n f—2n —пк / |0 Зл 

у= g(x): : 
м 

Рис. 15.11. График Рис. 15.12. График 

функции у = F(x) функции у = S(x) 

$7. Сдвиг основного промежутка 

Отметим, что основная теорема и ее обобщение, установлен- 

ные для случая, когда функция f(x) была задана на промежутке 
[-л, к], целиком переносятся на тот случай, когда функция f(x) 

задается на каком-нибудь другом промежутке [а, а+2к] той же 

длины 27. 

Только в этом случае, вычисляя коэффициенты Фурье 

A, a,, 5,, в качестве пределов интегрирования следует брать 

концы промежутка [a, a+ 27]. 

Пример. Разложить в ряд Фурье в промежутке [0, 2x] функ- 

цию /(х)=х. 
» Видим, что f(x) в промежутке [0, 2x] удовлетворяет усло- 

виям основной теоремы. Находим коэффициенты Фурье этой 

функции: 

| 27 1 22 

I) A= 57 | SG de = oF [ade =a. 

17 №: a 2) a, = — [ f(x) cosnx dx = — | xcosnx dx = — [ xd(sinnx) = 
0 0 0 

= -=ч 

2к 
| . 

= — xsinnx|y — | sinnx dx =0, n=1,2,.... 
пи | 0, 

- =0 AY —_ 

=0 

312



127 1 22 ] 20 

3) b, = — | f(x) sin nx dx = — | xsinnxdx =-— | xd(cosnx) — 

К 0 у" 0 пи 0 

| 2 т | 2 
=—— xcos их п — [cos nx dx =--, n=l,2,... 

nv 0 n 
haw 0 ya 

=0 

Получаем, таким образом: 

1) для хЕ (0, 27): 

sinx sin2x  sin3x sin nX 
к + + +...+ +} (1) 

| 2 3 n 

2) сумма 5(х) ряда, стоящего в правой части (1), на концах 

промежутка, т.е. при х = 0 и при x = 2ж, равна: 

ff (0) + ЛО) _ O+2n _ n 

2 2 

АУ 

yah! 

i x 
0 27 > 

Рис. 15.13. График Рис. 15.14. График 

функции у = f(x) функции у = 5(х) 

$8. Растяжение основного промежутка 

Пусть функция f(x) € R({-/, /]), где 1 > 0 — любое конечное 

число. Заметим, что если г Е [-х, п], то = Е [-/, /]. Поэтому, если 

l 
сделать замену, положив % = х, то мы получим функцию / Е , 

Tt Tt 
т.е. функцию аргумента Z, заданную в промежутке [-т, п]. 

Ясно, что: 

1) если f(x) € А(-1, /]), то (=) е R((-n, к]; 
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2)ecnu f(x) непрерывна Ha промежутке [-/,/], то (=) 
Tt 

непрерывна Ha промежутке [—7, п]; 

3) если у функции f(x) на промежутке [-/,/] существует 

конечная производная /’(х), то у функции ДЕ] существует 

конечная производная на промежутке [-х, п], ит. д. 

K функции Д= ‚ заданной в промежутке [-х, п], примени- 

ма предыдущая теория (т.е. основная теорема и ее обобщение). 

Так, предполагая, например, функцию (=) дифференцируе- 
1 

мой в промежутке [—7, п], будем иметь для всех ге (—к, п): 

(=) =А+ ¥ (a, cosnz +6, sin nz) , (1) 
n=l 

где 

1% (k 1% (lz Е 
= — — ° = — — м = — — а А ИЕ а, рока b,, =) ~ пис dz, 

n=1,2,... 

Ряд, стоящий в правой части (1), сходится и Ha концах промежутка; 
его сумма в точках & =-п, Z =л, равна: 

Iz Iz 

д = " д =. AGU ERAGE 
2 2 

as as TX 

Вернемся теперь к прежней переменной, т. е. положим Z = — 

(ясно, что если < Е[-п, п], то хе[- 1). Будем иметь тогда 

вместо (1) для всех хе (-/, /): 

<) =А+ 5 (2, со 
n=l 

+b, sin =). (2) 
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. TX 
Формулы для коэффициентов A, а„ 6, подстановкой < = T при- 

водятся к виду 

Г MTX | СТ . ATX A= 5; J fede а, =} J apoos b, = 7 J Fe) sin“ de, 

n=1,2,.... 

Сумма S(x) ряда (2) вточках x =-/; x =/ будет равна сумме ряда 

f+ f(D 
2 

(1) в точках г =-п, Z=T, а следовательно, равна 

Отметим также, что S(x + 2/) = S(x). 

Пример 1. Разложить в ряд Фурье в промежутке |- =. 4 

функцию f(x) = xcosx. 

~|_% & _® >» Имеем здесь [-/, /] -| > | => | 5 

Л(-х) = -хс0$(-х) = -хсозх = -/(х) = f(x) — нечетная 

функция. Значит, А =0; а, =0, n=1, 2, 3,...; 

2! 492 
b, = J Ло) пик = — =— J xcosxsin 2nx dx = 

0 

49? 1 
= — — 2n + | 2n — 1)x|dx = их [sin (2n + )х + sin (2n — 1)x] 

к/2 _ _2 | ха 95 +1)x 4 £08(2n х 
о 2n + | 2n — | 

xa 
2 | cos(2n+1)x с0$(2п-1х| 2 

=-—х + 
к 2n +1 21-1 0 
. AS 

n/2 _ 2° f ae + 1)x + cos(2n Mla _ 

пу 2n +1 21-1 
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р + 

_2 snc +Dx | sinQn- by “22 sin(m + 5) И sin( m5) _ 
к| (2и+1)’ (2n-1)? |0 ™| (n+l) (2n - 1)? 

_ 2) CD" GD" | (1.2.8 _ (-1)"*! —_16n 
п| (21+1)? (2n-1)? п (412-12 п (4-17 

у д кц 
Так как Д- 4 = Д= и / (0) = 0, то для всех хе - > 4 будем 

иметь 

(-1)” 1 и 

4n* —1)? 
хсозх = 185 sin 2х. 4 

T p= ( 

Замечание. Все установленное в $8 для функции f(x) , задан- 

ной на промежутке [-[, |, целиком переносится на тот случай, 

когда функция f(x) задается на каком-нибудь другом промежут- 

ке [a,a+2/] той же длины 21. Только в этом случае, вычисляя 

коэффициенты Фурье A, a,, 6, , в качестве пределов интегриро- 

вания следует брать концы промежутка [a, a + 2/]. 

АУ Пример. Разложить в ряд Фурье в про- 

i}---- межутке [0, 3] функцию 

x, если 0<х<Г 

f(x) = $1, если 1<x <2; 

Рис. 15.15. График 

функции у = f(x) 3-х, если 25x33. 

} В этом примере имеем 2/=3 => [= >. 

1 2! 1 1 2 3 

A= овен чан Да-а 
21 9 3 0 | 2 

=> 

Ww
 

| 
— 
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= +] Fs) 00s a = = 

2|! 2NTX 2 2пкх 3 2ппх 
= 31 | xco 5 dx + | cos 3 dx + J@B- x) 00s 3 «| 

9 | их! 3. 2nnx|? 9 2ппх . 
+ —— sin xsin — ———~ cos 
Эт 3 «yn 3 |› 40x 3 || 

- 3 ann _ 9 9 ee: 9 A 3 sin ИЯ _ 

3| 2их 3 An? x? 3 4122 2 3 

_3 gn 2nt _ 9 sin 4nx 6 sin 4пк 9 + 9 cos 4пк 

2 3 nn 3 nn 3 4n?n? = 4n?*x? 3 

4nn 2пк 2пк 
Так как cos—— = cos] 2nn — > = cos—— , то получаем 

| cos =m 
4 9 2кп 3 3. 

а -3 Ann wre We ’ n=l, 2, , 

| очи = = 

2|1 2NTLX 2ппх 3 . 2NTX 
= 3 fin г де [sin 2% dx + JG —x)sin 3 |= 

23 po 2umx|! 9 Qnmx|’ 3 rmx” _ 
3| 2 3 |, 4n’n? 3 |g 2nn 
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9 2нпх? 3 2ппх 9. пи 
_ COs + sin 

2 7 nn cos 3 7 nn 3 4н?п? 3 

сов ann + 7 sin ann _ _3 cos 4nn + 3 52m _ 
3| nn 3 nn 3 nn 3 nn 

-2 42 со ИХ 2 _ 6 cos ИА + 2 sin = 
2nn Эпк 3 nn т 3 An? x? 3 |. 

9 ( 2nn “a 

3 

2 . . 
234,222 И т. . 

Так как sin" = sin [их _ a) = —sin АИТ, то b, =0, n=], 2, 3,... 

Унас f(x) е C((0, 3]) и (0) = (3). Поэтому для всех x Е [0, 3] 

будет 

сос 27 
2 38 ^3 2nnx 

fx) =5 ps a COS 

Ay 
1 | 

Г Г Г 4 д Г x 

4-3 2 i ¢ 3 4 35 677 

Рис. 15.16. График функции у = 5(х) 

59. Интеграл Фурье 

Г. Наводящие соображения. 
Пусть функция f(x) задана на всей оси, т.е. в промежутке 

(—0oo, + со), и не является периодической. Пусть всюду в проме- 
жутке (-со, + co) она имеет конечную производную f’(x). Пусть, 

+00 

наконец, функция f(x) такая, что Г f (x)| dx сходится. Выберем 
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и закрепим каку!о-нибудь точку x. Всегда можно указать число | 
столь большое, что выбранное х будет удовлетворять условию 
—[ < х</[. Так как f(x) в промежутке [-/, /] удовлетворяет усло- 
виям основной теоремы (см. теорию рядов Фурье), то в выбран- 
ной точке х будет 

лед = A+ Sa, cos +b, sin mm), (1) 

где 

=) soar, a, = 1 J Seo c00 ло in at, 

n=1,2,... 
Имеем 

М! 5х. т и $5) [isola = 2 (2) 

Здесь через О обозначена величина несобственного интеграла 

+co о 

и@4 ; О — конечное число, ибопоусловию ||/((]4! сходится. 

Из (2) следует, что А > 0 при 1 > +. Будем считать / весьма 
большим. Тогда A весьма мало, и потому 

f(x) = 5 (<, cos + 5, sin m= (3) 
ПЕ] 

Подставив в (3) вместо а, и В, их выражения, будем иметь 

= l l / 

/ 
f(x) = т ло. eos cos + sin in Mla (4) 

(У Hac x — закрепленное число, поэтому множители, зависящие OT 
п «Mx 

xX, вносим под знак интеграла.) Так как cos——cos—— + 
l 

+ sin asin ^^ = cos—= (t - x) , TO приближенное равенство (4) 

примет вид 
=]! nn 

fy) = dz IFO cos—-(t — x) dt. (5) 
n=1" -] 
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Заметим что интегралы J fcos=(t- x) dt, n=1,2,... , схо- 

+00 

дятся, ибо | f(r) cost ((-x)i< | f (1)| ‚а fl f (1)| dt сходится. Посколь- 

/ пт 
ку / велико, то без большой ошибки вместо | f(t) cos—-(f — x)dt 

-1 
+00 

можно брать | S( cos* (1 — x) dt. А тогда вместо (5) будем иметь 

f(x) = 51 ij f(t) cos (t — x) dt. (6) 

Введем в рассмотрение функцию 

F(z) = {ro COS Z(t — x) dt. (7) 

F(z) — непрерывная функция аргумента Z (подынтегральная фун- 

кция в (7) — непрерывная функция аргументов Ёи &; интеграл, 

стоящий в правой части (7), сходится равномерно относительно Z, 

ибо |f(t)cosz(t - x)| <|f(@], a Tl ЛА! сходится). Положим 

к. 21. Зп. AT. 
Zo = 0; 0 a 25> .. 

Тогда F(z,,) = | f(t) cos (t — x) dt ‚и (6) можетбытьзаписано ввиде 

f(x) = 5: F(Z,). (8) 

п | Az, 
Имеем AZ, = 2, - {1-1 = т 2 7 =— 4, следовательно, вместо 

(8) будем иметь 
1 ео 

Ло == Fn) Азы . (9) 
ПЕ] 

Сумма, стоящая в правой части (9), — вроде “интегральной суммы 
Римана” и при больших / она должна быть близка к интегралу 
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а 
|-
 +0o 

J F(z) dz (чем больше /, тем мельче дробление). Таким образом, 
0 

приходим к выводу: приближенное равенство 

] +00 

f(x) = — J FQ) de (10) 
0 

тем точнее, чем больше /[. Но так как HH левая, ни правая части 

этого приближенного равенства от / He зависят, то оно точное, т. е. 

Под = Тео = f)=+f de [Гсовги-д. 1) 
по по We 

(11) — интегральная формула Фурье. 
П. Строгая теория. 
Лемма. Пусть: 

1) функция Q(t) определена в промежутке [0, +o) и непре- 

рывна там; 

+00 

2) сходится Jie (t)| at ; 

3) сходится ie )- 90) dt. 

Тогда 

sin at | jim, fe OF dt = 9(0)- 5. (12) 

sin at 
> Покажем сначала, что J(a) = fe (t) dt сходится при 

любом а. Видим, что у несобственного интеграла /(а) две особые 

точки: f=0 и Г =+®. Поэтому представляем J(a) в виде 

sin at sin at 
то) = [9 (1) ‚+ [от 

=I, - =F, 
aff 

Рассмотрим J,. У него точка ¢=0 — единственная особая 

точка. Имеем jim n 9()- sin at = a-o(0) — конечное число при лю- 
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бом а. Значит, подынтегральная функция в J, — ограниченная 

в правой полуокрестности точки #=0. Следовательно, J, схо- 

дится при любом а. 

Рассмотрим J». У него точка Е = + — единственная особая 

точка. Имеем: если [>1, то |ф(1) sin af S$ (1) при любом a. По 

42° 42° 

условию, {|p(A|dt сходится => |[|(0]4 сходится, a следова- 
0 

тельно, J сходится при любом а. Общий вывод: J(a) сходится 

при любом а. 
Возьмем =&>0 — любое, сколь угодно малое. По условию, 

+00 

fle @lae сходится. Значит, OH представляет собой некоторое 
0 
конечное число. Поэтому можно выбрать число М>0 столь 
большим, чтобы было 

| too 

va Пе < =. (13) 

Представим интеграл J(a) в виде 

Ha) = fo 22 + + fo (yan ar 

M 

M 
= {2 o(t) - 20 sin ara + (0 [Чи + + Го (nae at. 

0 M 

Bo втором интеграле справа сделаем замену а! =f . Получим 

М 
sin at sin t sin t 

| ; dt = io ——dtf (= paar, так как переменную интег- 
0 
рирования MOKHO  ообозначеть любой буквой). А тогда J(a) запи- 

шется в виде 

sin ft sin at +90] at (14) 
J(a) = jeo- 20) лай + fone 
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+00 . . 

Так как п = [| Oa fear, 
2 0 о! ам 1 

+(0).1=$Ф(0). ин (0) {Sar 

Поэтому 

sin f sinat 1 Ф(0) { i dt nr o()-9—(0) . и Ya)-9 >=] - sin at dt+ Jo) 

(15) 
Произведем оценку каждого из трех членов' правой части (15). 

1) Имеем 

М 1 feO= О  _ Геос 
0 

=> 

M 
de jen i 

aA J 

м по условию) (собственный интеграл) 

dt сходится. А тогда по обобщенной теореме Ри- 
Mp (t) - 9 (0) _ {ro-2o 
0 

мана — Лебега 

sinatdt=0. fim [20-20 
f a —)+00 

0 

Последнее означает, что взятому = > 0 отвечает число A, > 0, Ta- 

sin at dt] < 

M 1) -Ф(0 
кое, что как только а > А! ,таксейчас же jee [9 3° 

sinat | = (1) 
2) Имеем | 9и—— < J yp “<: м1 lp @lat < = (см. (13)). 

sint 
3) Известно, что ЕТУ” сходится. Значит, lim {ta =o. 

aM > OM 

Следовательно, взятому числу = > 0 отвечает число А. > 0, такое, 

f р sin dt 

aM f 

<= —. Положим что как только а > Ао, так сейчас же [$ (0)|- 3" 
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J(a)- 90-5] <e. А = max{A,,A>}. Тогда при а > A будем иметь 

Последнее означает, что J(a) -› (0) > < 

Теорема. Пусть: 

1) функция f(x) определена и непрерывна на промежутке 

(- со, + оо) 5 

2) f(x) такая, что il f(x)|dx сходится. 

Тогда в каждой точке хе (-©о, + ©), в которой сходится ин- 

Wf(x+t) + f(x-1) -2f(x)| 
f 

теграл J dt , справедливо равенство 

f(x) = + fd г [Feosett~ д. 16) 

» Рассмотрим функцию f(t) cos <(1 — x). Это непрерывная фун- 

кция аргументов Ги Z (xX здесь закреплено; это та точка, для 
которой — устанавливается — формула (16)). Так как 

|7 соз 2 (1 - х] <|f@| и так как ||/(@]@ сходится, то 

-oo 

| f() cosz(t - x) dt = F(z) сходится равномерно относительно Z. 

Таким образом, приходим к заключению, что F(z) — непрерыв- 

ная функция параметра Zz и ее можно интегрировать по Z на 

любом конечном промежутке под знаком интеграла, т. е. 

F(z) 4 = dz i f (t)cosz(t - x) dt = 

-f ДО [ cos z(t — x) д 
—oco 

ИЛИ 

sin a x) 
> Е. (17) jac Jr@cosete- x)dt = 1/0 
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Интеграл, стоящий в правой части (17), разобьем по схеме 

+ Хх 4 x 
f=J+J и заменим tua х-й в интеграле | uftHa x+h 

—oo —oo x —oo 

oo 

в интеграле |. Тогда равенство (17) примет вид 
x 

sin ar jae Лоза — x) dt = 7 [f(x +4) + f(x -4)] ай. (18) 

К правой части (18) можно применить лемму, положив 

f(x+h)+f(x-t) =Ф(1). 

Заметим, что функция Ф(П) удовлетворяет условиям леммы. 

В самом деле: 

1) Ф(11) определена и непрерывна на промежутке [0, +), 

ибо функция / определена и непрерывна на промежутке 

(—co, + оо); 

2) Пора = {ire +1) + f(x-—t)|dt, — сходится, ибо 
0 0 

[feta Sayan < [Pe +adlan+ [Уи аи < +23 
0 0 0 ; 

сходится сходится 

1 _ 1 _ _ 

3) jer 9 и ti) 2f) , 

| — схо- 
у 

дится по условию. 
Будем иметь, следовательно, из (18): 

[dz { f(t)cosz(t— x)at > 2f (x) Fan fo), 
0 о a—>+00 

а это равносильно доказываемой формуле (16). 4 

Замечание. Доказанная теорема допускает следующее обоб- 

щение. 
Пусть: 

1) функция f(x) определена в промежутке (-с, + co) и интег- 

рируема на каждом конечном промежутке; 
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2) f(x) такая, что i f(x)|dx сходится. 

Тогда: 

Г) в каждой точке х, в которой функция f(x) непрерывна 

pars fen t) - 270 ay 
И В которой сходится интеграл J 

будет 

f(x) = 
а 

| 
— 

{ dz [ f(cosz(t—x) dr. 
0 —00 

II) в каждой точке х, в которой функция f(x) имеет разрыв 

первого рода и В которой сходится интеграл 

pers Se-0-SE+0~Se- 0) 
[ 

dt , будет 

fe-O+ fE+0 1G dz | f()cosz(t - x)dt. 2 по 

$10. Различные виды формулы Фурье 

В этом параграфе предполагается, что выполнены условия, 

при которых интегральная формула Фурье имеет место. (Для 

простоты будем считать функцию f(x) непрерывной на проме- 

жутке (—0, + co) .) 
+00 

I. Замечаем, что [fs (t)cos z(t — x) dt представляет собой чет- 

ную функцию аргумента Z (x закреплено). Поэтому 

Г dz i f(t) cos z(t - x) dt = = sf dz i f(t) соз (1 — x)dt. 

Следовательно, интегральная формула Фурье может быть записана 
в виде 

f(x) = 5 [4 Та | f(t) cos z(t — x) dt. (Г) 
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+0o 

II. Рассмотрим несобственный интеграл | f(é)sin z(t - x) dt. 

Этот интеграл представляет собой нечетную функцию аргумента Z. 
Отметим, что рассматриваемый интеграл сходится равномерно 

+00 

относительно 2, ибо [f(4)sin z(t -— x)| s|f(d|, а fl f(t)|dt сходится. 

Так как, кроме того, функция /f(f)sinz(t—x) — непрерывная 

функция аргументов f и ‹ (xX здесь закреплено), то 
+00 

[sf (t) sin z(t — x) dt — непрерывная функция аргумента г. Гаранти- 

| co co 

ровать сходимость | dz | f()sin z(t —x)dt нельзя, но если A— 

A +00 

любое конечное число, TO | dz | f(@sin z(t - x) dt =0. Поэтому 
-А -® 

у.р. faz fry sin z(t —x)dt=0. 

i 
Умножим обе части последнего равенства на 57 и сложим с (Г). 

Получим 

f(x)= > .У. p. J de fro [cos z(t — x) + isin z(t — x)]dt = 

=. у. р. i dz ff) lx) gy 
п “le 

(здесь применена формула Эйлера cosa +isina =e”). Чаще эту 
формулу пишут так: 

F(x) =x J de [ГО ea п 

Но здесь всегда следует помнить, что внешний интеграл понимает- 
ся в смысле главного значения. 
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co +00 

Ш. Вернемся к формуле f(x) = - | dz | S(t) cos z(t — x) dt . Так 
0 —со 

как Cosz(f¢ — x) = с0$ 21 с0$ zx + sin zfsin ZX, то 

f(x) = ae о (cos 2f cos zx + Sin zfsin zx) dt, 
0 

Положим 

ВО, cos zt dt = a(z), 
к оо 

i у (t) sin zt dt = b(z). 
к - оо 

А тогда будем иметь 

+00 

f(x) = [[a(z) cos zx + Ка) sin zx] dz. 
0 

(Это и есть третий вид формулы Фурье.) 
Частные случаи формулы (Ш). 

1) Если f(x) — функция четная, то b(z)=0, 

40° 

= = [70 cos zt dt, и формула (Ш) примет вид 
0 

f(x) = face) COS 2x dz . 
0 

2) Если f(x) — функция нечетная, то a(z)=0, 

-+oo 

== [f@ sin 214 , и формула (III) примет вид 
0 

f(x) = То sin zx dz , 
0 

(1) 

(2) 

(ПП) 

a(z) = 

(ИТ) 

b(z) = 

(Ш. 

Замечание. Форма (ПТ) интеграла Фурье аналогична ряду 

Фурье. Подынтегральная функция в (IIT) напоминает общий член 

ряда Фурье, только здесь частота Z, непрерывно изменяясь, про- 

328



бегает все значения OT 0 до сэ, и поэтому суммирование осуще- 

ствляется интегралом по Z от 0 до oo. Функции a(z) и (Zz) 

определяются по формулам (1) и (2), похожим на выражения для 

коэффициентов a, и В, ряда Фурье, и при изменении Z от 0 до со 

указывают закон изменения амплитуд и начальных фаз тех гармо- 

ник, “суммирование” которых, осуществляемое интегралом Фу- 

рье, дает функцию f(x). 

Этот закон изменения амплитуд и начальных фаз “слагаемых” 
в интегральном изображении функции f(x) будет более обо- 
зрим, если подынтегральную функцию формулы (ПТ) привести 

к тригонометрическому одночлену. Для этого положим: 

Ь(<) 

М (<) 
М (<) = a? (<) + b*(2z); AZ) _ sing,; = Cos . 

M (2) 7: 
Тогда 

a(z) cos zx + 5(=) sin zx = M(z)(sin@, cos zx + со$ф, sin zx) = 

= M(z)sin (zx +9,), 

и формула (ПТ) примет вид 

f(x) = [ M(z)sin (zx +.) dz. (Ш. 
0 

$11. Формулы Фурье для функции, 

заданной на промежутке [0, + 0) 

Теорема. Пусть: 

1) функция f(t) определена и непрерывна на [0, + ©); 

2) f(t) такая, что и (‘)|dt сходится. 
0 

Тогда в каждой точке x (x >0), в которой сходится интеграл 

р If(x+ 0+ f(x-1)-2f(x)| 
[ 

dt , справедливы формулы: 
0 

од =2 TF rrcosaratlooszxde, (1) 
00 
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f(x) = То sin zt a sin 2х dz. (2) 
о\ о 

Формула (1) верна также и при х=0, если сходится интеграл 

If (t) — (0) Г |. 

Формула же (2) при х = 0, вообще говоря, неверна (она верна 

лишь для таких функций f(t), у которых /(0)=0). 

D> 1) Пусть x >0. 
a) Положим 

f(t) ana #>0, 
F(t) = 

f(-t) ana t <0. 

Функция F(t) определена и непрерывна на всей оси; она — чет- 

42° +00 

ная, и [|F(A|dt = 2 [|\f(|dt сходится. Имеем, далее, 
0 

Рано Fe == 2F) y+ + fe -)-2f0) 
0 

0 

сходится (см. условие). Видим, что для функции F(t) выполнены 

все условия главной теоремы. Так как функция F(t) — четная, TO 

имеет место формула (III,) предыдущего параграфа, т.е. 

F(x) = [а(<) COS 2x dz , где а(=) = = [Fw cos zt dt = = | (сова. 
0 0 0 

Но для х>0: F(x) = f(x). Поэтому для x > 0 будем иметь 

f(x) = Ти COS 1 а сосок . 
К OL 0 0 

6) Положим 

_ f(@t) для #>0, 

F(t) = 

—f(-t) для #<0. 

330



Функция F(f) определена на всей оси. Она непрерывна всю- 

ду, кроме разве лишь точки { =0. Функция F(t) — нечетная, и 

too _ 0 +00 +co 

| [Аа = Иса + Пия = 2 Ггаа 
со —со 0 0 

сходится. Имеем, далее, 

= PFO „Пино Se- 9-2 
0 f 0 f 

сходится по условию. Так как F(t) — нечетная функция, TO для 

нее справедлива формула (1Ш,) предыдущего параграфа, которая 

для х > 0 равносильна доказываемой формуле (2). 

Следует отметить, что так как F(t) ‚ вообще говоря, разрывна 

в точке f =0, то формулу (Ш.) мы вправе применить к ней не на 

основании главной теоремы, а на основании ее обобщения. 

2) Пусть x =0. Положим, как ив 1), 

f@ для t20, 

FO) = 

f(-t) ana t <0. 

Эта функция четная, непрерывная на промежутке (—, + 0°), 

+00 

и Е (t)|dt сходится (см. случай 1)). Имеем, далее 

p+ Fe —t) - 2FO) , = 2 FO- FO ,, = 70- ЛХ 4 
0 | 

сходится по условию. Значит, F(0) представима формулой (1Ш)) 

предыдущего параграфа, а это равносильно тому, что /(0) пред- 

ставима формулой (1) настоящего параграфа. 

Пример 1. Пусть f(t) =e", 1 €[0;+ со) . Эта функция удовлетво- 
ряет всем условиям теоремы. Напишем для нее формулы (1) и (2): 

-х 2* У ~f 
T 

e* == || fe‘ cosztdt|coszxdz, x20, (1) 
Too 
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+00 

а“ sence х>0. (2) 
0 

Положим © = fer cosztdt; B= fer sin zfdt. Интегрируя no час- 
0 0 

TAM, находим: 

+0o [=+00 too 

a = [cosztd(-e™') = |- ег”! cos zt|| —zfe'sinztdt=|-Bz; 
0 = 0 

‘too +00 

В = fe sin zt dt = fsin ztd(-e') = 
0 0 

i, t=-+00 ‘te - 
=|-e ‘sin zi] +zfe coszfdt=az. 

Итак, получили: 

о =1 - Вх, 
ава. 

B= az 1+2 И 

Подставляя эти выражения для a и В вформулы (1) и (2) соот- 

ветственно, находим 

oo 

ee a 2 | OE de, x 50, и ex =2 [2912 0 | 

1+=2 To 1+z 

откуда 

+0o 

Грея ет, x20, (3) 
т 2 

+00 . 

Еле, х>0. (4) 

0 1+2 2 

Пример 2. Функцию 

1) при О<х<1; 

f(x) = 
0, при x21 
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представить интегралом Фурье, продол- АУ 
жив ее четным образом налевую полуось. 1 

Qt ess pene 
» Используем формулу x 

i : = 
f(x- Jeet” - Fate) cosexde, —1 1 

Рис. 15.17. График 
где функции y= f(x) 

. 1=1 . 

a(z) )= 2 F pen coserat = 2 [оовани = 2 мп — 2.5 
по T | ПП 2 

(вточке z = 0 последнее равенство следует понимать в предельном 

смысле). Имеем, следовательно, 

>, при О<х<Ё 

п =|: д» При x=]; (5) 

0, при х>1. 

т 
J МП cos zxdz = 4 

Полагая в (5) x = 0, получим Г ste de = 5 5. 

Таким образом, мы нашли значение интеграла, для которого 
неопределенный интеграл не берется в конечном виде. Подобным 

же образом можно вычислить и многие другие определенные интег- 
ралы, что является одним из приложений теории интеграла Фурье. 

Равенство (5) позволяет подметить еще одну сторону приме- 
нений интеграла Фурье. Этим интегралом можно на всей оси 
изобразить функцию, которая на различных ее частях задается 

совершенно различными формулами. 

$12. Гармонический анализ непериодических функций 

Пусть непериодическая функция f(x) представлена интегра- 

лом Фурье (для простоты будем считать эту функцию непрерыв- 

ной на всей оси): 

f(x) = J M(@)sin (w+ 9,)dz. (1) 
0 
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Здесь подынтегральное выражение есть гармоника с амплиту- 

now M(z)dz, частотой z и начальной фазой Ф,. 

Функция у = M(z) называется частотным спектром плотнос- 

тей амплитуд. Изучая эту функцию, мы находим те промежутки 

изменения Z, которым соответствуют относительно большие зна- 

чения М(<), т.е. те “полосы частот”, которым соответствуют 

гармоники, играющие наибольшую роль в образовании данной 

функции f(x) интегралом Фурье. Это аналогично тому, как, 

отбрасывая остаток ряда Фурье, мы ограничиваемся суммой лишь 

нескольких гармоник, которая приближенно представляет дан- 

ную функцию на промежутке (—/, /). 

В радиотехнике этот гармонический анализ используется, на- 

пример, следующим образом. Имеется некоторый непериодиче- 

ский посторонний сигнал (помеха), от которого нужно, по воз- 

можности, освободить приемник. Пусть сила тока, который ин- 

дуктирует в антенне приемника эта помеха, известна как функ- 

ция времени f(x) (здесь x обозначает время). Функцию f(x) 

находят обычно эмпирически. Тогда, представляя эту функцию 

интегралом Фурье, мы рассматривая спектр плотностей ампли- 

туд, определяем те полосы частот, из гармоник, соответствующих 

которым, “состоит в основном” этот ток помехи. 

Строя тот или иной фильтр, не пропускающий в приемник 
именно эту полосу частот, мы и сведем к минимуму действие 
помехи. 

Пример. Пусть x — время, [о и ® — положительные постоян- 
ные числа, /— сила тока в некоторой цепи, изменяющаяся по 

закону / = Je". 

Функция / = [,e~* удовлетворяет условиям теоремы $11, по 

которой для x [0, + <) справедлива формула 

co 

K(x) == || [1@coszrdtleosrdz = 
0\ 0 

210 г и > I(x) = —^ | coszx dz Je cos zt df. 
0 0 

+00 
_ © 

Так как [е cos zt dt = 5 >, TO получаем 
0 z£ +@ 
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I(x) = 20 [606052 =f 21m 

оп (2 +02 К 922 +O 

д 
нат + 4 < 

Уи a 

Видим, что начальная фаза здесь постоянна: ф, = —, ачастотный 
2 

спектр распределения плотностей амплитуд 

M(z) _ 2 [00 

Легко видеть, что функция у = M(z) — 

строго убывающая для z [0, + <) (ибо 

М *(г) < 0). Следовательно, наибольшее 

значение эта функция имеет при Z =0: 

М (0) = 210 При z= > график функ- 
ло J3 

ции y= M(z) имеет точку перегиба, 

д (<? +02) ° 

Рис. 15.18. График 

функции у= M(z) 

и при дальнейшем возрастании Z ‚, став выпуклым вниз, он доста- 

точно быстро приближается к оси Oz: lim М (<) =0 (рис. 15.18). 
&— +00 

Таким образом, лишь гармоники с малыми частотами имеют суще- 

ственное значение в образовании функции T| = Je" 

$13. Преобразования Фурье 

Пусть функция f(x), заданная на полуоси [0, +c), удовлет- 

воряет условиям теоремы $11. Тогда для хе (0, + <) справедливы 

формулы: 

F(x) = 2 foos ede s(t cos zat (1) 

fo) = 21 sin ze dz 7 (0) т ztdt. (2) 
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4oo 

Т.В формуле (1) обозначим [2 | Г@сози через (2). 

Будем иметь тогда 0 

_|27 
(д = 2 [осо (3) 

f(x) = 2 J ®(z)coszx dz. (4) 
0 

Видим, что функции f(x) и Ф(<) совершенно одинаково выража- 

ются одна через другую интегральной формулой, которая называ- 

ется преобразованием Фурье. Так, (z), получаемая из f(t) по 

формуле (3), есть преобразование Фурье функции f(f). Функция 

же f(x), получаемая из ©(z) по формуле (4), есть преобразование 

Фурье функции Ф(:). Так как формулы (3) и (4) содержат коси- 

нус, то они чаще называются косинус-преобразованиями Фурье. 

П.В формуле (2) обозначим 27 | f@sin ztdt через %.(z). 

Будем иметь тогда 

®,(z) = [2 ff (t)sin ztdt, (5) 
ко 

f(x) = [2 J ®.() т wx dz. (6) 

Формулы (5) и (6) дают другую пару соответствующих друг другу 
функций. Эти формулы называются синус-преобразованиями Фурье. 

Если в формуле (3) Ф(<) есть данная функция, f(t) — 

искомая, то формула (3) называется интегральным уравнением для 

функции f(t). Формула (4) дает решение этого интегрального 

уравнения. Совершенно аналогично можно рассматривать и пару 

формул (5) и (6). 
Так, например, если дано уравнение 

2 | f(@)cosztdt =e, 
по 

где f(x) — искомая функция, то его решением будет 

f(x) = 2 fe cos xz dz = (2 
1+ x? 



Глава 16 

СУММИРОВАНИЕ РАСХОДЯЩИХСЯ РЯДОВ 

Определение 1. Пусть K есть некоторый класс бесконечных 

рядов. Пусть А, есть некоторое правило, которое каждому ряду 

класса А соотносит определенное число 5 (свое для каждого 

ряда). Тогда правило А, называется методом суммирования рядов. 

Число S называют обобщенной суммой (или А-суммой) ряда, а про 

ряды класса А говорят, что они суммируются методом A. 

Определение 2. Метод 2 называется перманентным, если он 

суммирует все ряды, сходящиеся в обычном смысле, и если та 

обобщенная сумма, которую он приписывает этим рядам, совпа- 

дает с их обычной суммой. 

Условимся называть перманентный метод интересным, если он 

суммирует хотя бы один ряд, расходящийся в обычном смысле. 

Примеры. 

1. Припишем всем рядам обобщенную сумму 5 =5. Этот ме- 

тод — не перманентный (очевидно). 

2. Рассмотрим ряд 

а +a, +...+а, +... (1) 

Припишем ряду (1) в качестве суммы число 6 S = 

= т (а, +a, +... +а,) , если этот предел существует, и не припи- 
N—) 00 

сываем ничего, если этот предел не существует. Этот метод — пер- 
манентный, но он не интересен, так как суммирует лишь ряды, 
сходящиеся в обычном смысле. 
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3. Пусть правило А, всякому ряду a; + Q, +...+а, +... COOTHO- 

сит в качестве суммы число 5 = lim(a, + az +...+а›,), если этот 
пс 

предел существует, и не соотносит ничего, если этот предел не 

существует. Очевидно, что этот метод — перманентный. Он — инте- 

ресный, так как суммирует расходящийся ряд: 1-1+1-1+.... 

Обобщенная сумма S этого ряда равна нулю (lim S,, =0). 
П— со 

$1. Метод средних арифметических (метод Чезаро) 

Рассмотрим ряд 

а, +а2 +...+а, +... (1) 

_ 91+92+...+5 
Пусть S, =a, +a, +...+а,; 6, > 4. Если суще- 

ствует конечный предел S = lim o, ‚то говорят, что ряд (1) сумми- 
песо 

руется методом средних арифметических (или: методом С), а число 
5 называют его обобщенной суммой. 

Теорема 1. Метод С — перманентный. 
» Это следует из теоремы 2. q 

Теорема 2. Пусть переменная x, имеет конечный предел /. 

x; +X +...+Х, 
Составим новую переменную у, = . Тогда Yn > [. 

» Возьмем = > 0 — любое. Так как x, 2 [, то взятому = > 0 
—)со 

отвечает номер 11, такой, что как только К > т, так сейчас же 

€ 
|х, -1<5. Пусть п > т. Имеем 

_ м -0+ (XQ -0+...+ (%, - 2 
ти
в 

|= 

_ 

=> ly, -< 2 а 
Ира 

ан —+..+|x
,-4 7 

= 

ly y< bt = H+ [xp - tthe 4 Ио 

> ly, -1< 
_ 
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р МА nls +B “|e 
>. 

Положим |x, - [+ |[х› -1+...+ [хи - 4] = A(e) (это число закрепле- 

Ae) = но AO 
Nn 

но при закрепленном € ). Тогда ly, - |< —— + 5. Н > 0. 
n N—}oo 

Поэтому существует номер р, такой, что как только n> р, так 

А(&) . = 
сейчас же —— < 5. Положим тах (т, р) = № .Ясно, что при п > № 

n 

окажется |y, — |< = (Мзависитот = ). Существование такого Nana 

любого => 0 и означает, что у, > Г. 4 
N—poo 

Замечание. Метод C— интересный, ибо он суммирует расхо- 

.. ] 
дящийся в обычном смысле ряд: 1-1+1-1+... к сумме 5 = 5. 

> Действительно, имеем для любого пЕМ: 95, =0; 92,1 =1. 

Значит, 

б _ 51 +52 +...+5 п _ 11 

an. 2n On 21-50? 

с _ 91 +92 +... 4 5 2и-1 _ n 1 

ит 21-1 ~ и -1н-5» 2? 

. ] 
и, следовательно, limo, =>. 4 

П—со 2 

Теорема 3 (Фейер). Пусть функция Л( Ее R,,. Составим ее 

ряд Фурье: А + У (a, coskx + В, sin Ах). Положим 
k=l 

So(x) = 4; 5;(х)=А+ У (a, cos Ах + b, sin kx) ; 
k=l 

_ 50(Х) + 91 (х) +... + 5„-1(хХ) 

n 
6, (x) 

Тогда: 

1) в каждой точке х разрыва первого рода функции (г) 

f(x +0) + ЛХ -0). 
2 >] 

оказывается CO, (x) > 
N—) co 
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2) в каждой точке х, где f(t) непрерывна, будет Oo, (x) > f(x); 
Noo 

3) если f(f) непрерывна Ha всей оси, то 6, (x) = f(x). 

} Мы знаем, что частичные суммы ряда Фурье для функции 

ГО е R,, выражаются интегралами Дирихле. 

5,09 =4 LT [F(x + 2) + Лео, p= 0,1,2,.. 

А тогда 

л/2 
с, (x) =— | f(x + 2t) + f(x - 21) 

0 sint 
[sin f + sin 3¢+ ...+sin(2n — 11] 4. 

Подсчитаем сумму, стоящую в квадратных скобках под знаком 

интеграла. Положим Т = $т{! + $т 3+ ... + зт (2п —- ПЕ. Умножим 

обе части этого равенства Ha 2sin¢. Получим 

2Т sint = 2sin? f+ 25т ит 31+... + 2 5тЕзт Оп - ПЕ. 

Но 2sin? tf =1-с0$21; 2sin Asin В = cos(B - A) - cos(B + А). По- 
этому 

2T sint = (1 — с0$21) + (с0о$21 — cos 4f) + (с0$41 — cos6f) +... + 

+ (cos (2n — 2)! - cos2nt) =1-cos2nt =2sin?nt > T= 

(в точках, где Sint обращается в нуль, это равенство следует пони- 

мать в предельном смысле). Следовательно, выражение для с„(х) 

может быть записано в виде 

= a [f(x +20) + f(x -20)]- (sen ) dt. (2) 

Итак, для всякой функции f(f)e А, 6, (x) выражается через 

S(t) по формуле (2). 

Пусть, в частности, /(1) =1. Для такой функции, как мы 

знаем, So(x) = 9, (х) = 52(х) =... = S,_)(x) =1. Поэтому 
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So (x) + S\ (x) +... + S| (x) 
o,,(x) = = =I, 

и формула (2) принимает вид 

1 = 2" (2 т ] a (3) 
nm 4 \ sint | 

1) Пусть в точке х существуют конечные f(x +0) и Л(х-0) 

(т.е. точка х является точкой разрыва первого рода для f(f)). 

f(x + 0) + Л(х- 0) 5 и вычтем из (2). Умножим обе части (3) на 

Получим 

(x +0) + f(x -0) _ 

2 

n2 
_ f [pec + 2 - f(x + 0] + [F(x - 2 - f(x - O}}- (= nt ) dt. 

0 

On (x) ~ Л 

Положим Их +20 - F(x +0] + [F(x - 29 - Fx - 0) = H(t). Тогда 

f(x + 0) + f(x- 0)| < эти) 
| Но. ш © 6, (x) - 5 | 

(заметим, что A(t) — бесконечно малая величина при # > +0). 

Возьмем => 0 — любое. Так как A(t) — бесконечно малая 

величина при / > +0, то взятому > 0 отвечает 6 > 0, такое, что 

как только 0<1<6, так сейчас же Н(р <= (можно считать 

5<5). У нас /(1)е KR, а значит, интегрируема на любом 

конечном промежутке. Следовательно, /(1) — ограниченная на 

любом конечном промежутке, а, в силу периодичности, ограни- 

ченная везде. Положим М = sup | f (t)|}. 

Запишем неравенство (4) в виде 

5, (x) - f(x +0) + f(x-0) Е “ty "Ho (Seat) dt. 

2 sint 
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В первом интеграле правой части A(t) < :. Значит, 

sin nt |5 é sin nt 2 |5 т sin nt 2 (3) = 
ra H(t): ate & —— | dt<— dt = =. 
пт ЗЕ nn. sinf en о sint 2 

(раздвинули пределы, а подынтегральная функция положительная) 

Итак, 

n/2 aw 
с„(х) - Лед + 7-Е, ТТ но [и dt. 

2 | 2 т; sin f 

Очевидно, что A(t)< 4M. Кроме того, при rels 4 будет 

sin nt Y | 
(= ) < 7~ - Поэтому 

sint sin’ 6 

п/2 
+ ao( 4) < _.4М. (1-8) 
пт 5 sin t nn sin? §\ 2 

Рам. Тот. 2M 
nT sin?& 2 nsin?& 

А тогда 

f(x+0)+f(x-9| =, 2M 
o,,(x — 
nlx) - 2 № 2* пзт? 6. 

Ясно, что — 0, ибо М =const,a 5 > 0 —закреплено вместе 
nsin? би ’ 

с $. Значит, найдется номер AN, такой, что как только п > М, так 

сейчасже —2М. < , итем самым [6 „(х) — f(x+0)+ Ло -0|. € 
nsin?§ 2 2 

f(x + 0) + f(x - 0) 
при n> N. Последнее означает, что 6, (x) > 5 

Пс 

Этим доказано первое утверждение теоремы. 
2) Второе утверждение теоремы есть частный случай первого 

утверждения. Значит, доказано и оно. 

3) Пусть функция f(f) непрерывна на всей оси. Тогда 

в каждой точке хе (-°э, +00): f(x - 0) = f(x + 0) = f(x), и, сле- 
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довательно, функция H(t) = [f(x + 2A) - f(x)| + [f(x - 20 - F(x). 
Ясно, что A(t) — бесконечно малая величина при #—> +0. По- 

этому любому = > 0, выбранному заранее, отвечает б > 0, такое, 

что как только 0<1<6, так сейчас же Н(Г <:. Отметим, что 

число б > 0 выбирается по & , но для каждого х оно будет, вообще 

говоря, своим, т.е. б=6(&,х). 

У нас f(t) — функция, непрерывная на всей оси. Так как f(f) 

еще и периодическая, то она будет равномерно непрерывной. А 

тогда (в этом частном случае) 6 будет зависеть только от # (5 не 

будет зависеть OT х), а значит, и номер AN будет зависеть только OT 
= (N не будет зависеть от xX). Стало быть, неравенство 

f(x +0 tie = 7 = [с „(х) - f(x)| <= будет верно при 0, (x) - 

п > № для любого x. Так как N зависит только OT € (N He зависит 

от х), то последнее означает, что с„(х) =3/7 (х). 4 

Замечание. Если функция /(1)е Ry, и в некоторой точке хо 

f(t) — непрерывна, то ряд Фурье для f(t) в точке ху не может 

сходиться к сумме, отличной OT /(ху). Действительно, если OH 

сходится к сумме а, то (по перманентности метода С) будет 

би(хо) > %. С другой стороны, по теореме Фейера будет 

(Xo) > f (Xo). Поэтому & = Л(ж). 

$2. Теоремы Вейерштрасса 

Определение. 7Тригонометрическим многочленом называется 
функция вида 

п 

T(x) = P+ У (ри coskx + ах sin kx). 
k=l 

Примерами таких многочленов служат частичные суммы три- 
гонометрических рядов, а также средние арифметические этих 
частичных сумм. 

Вторая теорема Вейерштрасса. Если f(x) есть функция, опре- 

деленная и непрерывная на всей оси и имеющая период 27, TO 
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существует такая последовательность тригонометрических много- 

членов 

Го), Г. (х), Гу (х), cory T(x), ... о 

которая сходится к f(x) равномерно на всей оси, т.е. 

Ти (x) =3 f(x), хе (—%, +0). 
}» Гребуемая последовательность получается, если образовать 

для f(x) суммы Фейера с,„(х), ибо 6,(x)—3 f(x), 

ХЕ (-°, +00). 4 

Другие формулировки теоремы. 
А. Если f(x) есть функция, определенная и непрерывная на 

всей оси и имеющая период 2х, то для любого € > 0 существует 

тригонометрический многочлен Т(х), такой, что для всех 

ХЕ (-°, +00) будет |/(х) - Т(х]| <. 
№ Это верно потому, что за T(x) можно взять любой член 

последовательности {T, n(X)} сн ‚ у которого номер n> WN (номер 

N зависит лишь только от =). 4 

В. Если f(x) есть функция, определенная и непрерывная Ha 

всей OCH и имеющая период 27, то она разлагается в равномерно 
сходящийся ряд тригонометрических многочленов. 

> Пусть {7Т,(х)} к — последовательность тригонометрических 

многочленов, такая что Т, (x) —3 F(x), хе (-оо, +). Положим 

О (х) = Г (х), 

О, (х) = Г> (х) — Г (х), 

0; (х) = 73(x) - Т»(х), 

ооо оофо ооо ооо ооо фоо ооо ооо ооо 

Ясно, что О, (х), К =1,2,... — это тригонометрические много- 

члены. Образуем ряд: 
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QO, (x) + О. (х) +... + О, (х) +... (1) 

Ясно, что О! (x) + Q(x) +... + О, (х) = T,, (x). ¥ нас Ти (x) —3 7 (х) , 

ХЕ (-5, + 00), Значит, частичные суммы ряда (1) сходятся равно- 

мерно к f(x) на промежутке (-со, + ©). Но это и означает, что 

F(x) = xO, (x), хЕ (-со, +00), причем ряд сходится равномерно. 

Первая теорема Вейерштрасса. Если функция f(x) определе- 

на и непрерывна на промежутке [а, 6], то всякому $ > 0 отвечает 

такой алгебраический многочлен P(x) =Cyo tCyX+...+C,x", что 

для всех x e[a, b] будет If (x) — P(x)|<e. 

} 1. Пусть сначала а =-п, Б=+к и f(—x) = f (+n) . Распрост- 

раним определение f(x) на всю ось, положив f(x + 2n) = f(x). 

Тогда f(x) будет задана на промежутке (-с», +c), всюду непре- 

рывна и 27 -периодична. 

Возьмем =>0 — любое. По второй теореме Вейерштрасса, 

взятому &>0 отвечает тригонометрический многочлен 
п 

T(x) = P+ У (ри coskx + 4, $т Ах), такой, что при всех веще- 
k=l 

ственных х будет | F(x) - T (x)| < > . Закрепим этот Г(х) и положим 

> (loul+ leu!) = М. 
Как известно, функции 5тг И cosz разлагаются в степенные 

ряды: 
3 5 7 о 3, < < 

= ate , (2) 
2 4 6 

<_< 

причем эти ряды сходятся равномерно на любом конечном проме- 
жутке. Обозначим через 5„(<) и C,,(zZ) т-е частичные суммы 
рядов (2) и (3) соответственно. Выберем m столь большим, чтобы 

при всех г е[-пх, пп] было бы 
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|S,,(x) — sin z| < IC,,(Z) - cosz| < —— 
aM 

(Здесь п есть порядок T(x), который мы закрепили. Значит, п — 

закрепленное число.) Положим 

Бо) = P+ У [pC (kX) +445 (6. (4) 
k=l 

Ясно, что P(x) есть алгебраический многочлен. Пусть x €[-7, п] 

и Кесть какое-нибудь из чисел: 1, 2, 3,..., п. Тогда kx Е [-пк, nr], 

и потому 

IC_,(kx) - cos kx| < |S, (kx) — sin kx| < —_ 
2M’ 5м. 

Следовательно, 

I7(x) - Ро) < > [рн -|coskx — C,,(kx)| + || -|sin kx - S,,(kx)]} < 
k=l 

Ш € € € 
< рь| + М. —=- 
> в lax) 2 5 2. 

= 
Итак, |х (х)-Т ©) < 5 (это верно для всех вещественных х, 

и, в частности, для хе [-т, д]). Кроме того, для x Е [-п, n] будет 

IT (x) - P(x) < Имеем 

f(x) — P(x) = [од - T)] + [T) - PO] 

=> |F(x) - 5 < - T)+|7@)- Pol <5 <= +5= =едля хе [-п, ], 

а это и требовалось доказать. 

2. Пусть по-прежнему а =-п, b=+n,HO /(-п) = Г(+п). По- 

ложим A= = сю Лат). ‘Torna f(+n) + Ал = /(-п) - An. Вве- 

дем в рассмотрение функцию g(x) = f(x) + Ах. Она также опре- 

делена на [-х, к], непрерывна там и, кроме того, 2(+х) = #(-п). 
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Поэтому к функции g(x) можно применить уже доказанную часть 

теоремы. Значит, существует алгебраический многочлен Р (х) 

такой, что при всех хЕ [-п, п] будет lg(x) - P(x)| <€, или (что TO 

же самое) 

F(x) + Ax - P(x)| <& © ie - [В© - Ax] <$. 

Поэтому алгебраический многочлен P(x) = Р (x) - Ах такой, что 

для всех x e€ [-к, д] будет If (x) - P(x) < $, что и требовалось уста- 

НОВИТЬ. 

3. Пусть [а, 5] — произвольный промежуток. Положим 

_ 2в(х-а) -п(ф-а) 
y= hoa : (5) 

Из (5) видим, uTo ecu х Е [а, 5] то y Е [-х, п]. Кроме Toro, видим, 

что связь между хи у можно записать и так: 

_ 2па + (у+п) (6 -а) 
х = = , (6) 

(если уЕ[-к, п], TO x e[a, b]). Введем в рассмотрение функцию 

2na +(y + 1) (b— a) 

21 

непрерывна Ha промежутке [—7, п]. Значит, существует многочлен 

аргумента у: Л | Эта функция определена и 

т 

O(y) = vey, такой, что при всех уЕ[-п, п] будет 
k=0 

(2 +(y +n) (5 =). $ 
a 2, <€. (7) k 

СкУ 

2 (х-а)-п(Ь-а) 

b-a 

y e[—xz, д], и можно подставить это у в (7), что дает 

т k fo) - бе =e a) -—n(b- | 

k=0 b-a 

Возьмем любое хиз [a, 5] и положим у = . Тогда 

< $, т. е. алгебраический мно- 
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PRG я Фе k 

— требуемый, a это 
b-a 

~~ m 

гочлен P(x)= dic, 
k=0 

и требовалось доказать. +4 

Другие формулировки первой теоремы Вейерштрасса. 

А. Если функция f(x) определена и непрерывна Ha [а, 6], то 

существует последовательность алгебраических многочленов: 

1? (x)} wy? сходящаяся к f(x) равномерно на fa, 6]. 
Е 

| | 
№ Возьмем последовательность = =1, &› = >? €3 = 3° 

1 | 
=>, . По доказанному выше, для каждого Е, == 0) 

найдется многочлен P,(x), такой, что для всех x e[a, 6] будет 

P(x)-f (х) < €,. Следовательно, Pos (x), xe[a, b]. 4 

В. Если функция f(x) определена и непрерывна Ha [а, 6], To 

она разлагается на [а, 6] в равномерно сходящийся ряд алгебраи- 

ческих многочленов. 

> Пусть |, (x)} — последовательность алгебраических MHO- 
ПЕМ 

гочленов, такая, что Б, (x) —3 FS (x), x e[a, 6]. Положим 

0, (x) = Р(х), 
О. (x) = P,(x) - Р(х), 
0, (х) = P(x) - P,(x), 

Ясно, что О, (x), K =1,2,... — алгебраические многочлены. Об- 

разуем ряд 

О, (х) + 0.(х) +...+ 0, (х) + ... (8) 
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Видим, что Q,(x) + 0, (х) + ... + O,(x) = B,(x)-Yuac Р,(х) =3 f(x), 

хе [а, b]. Ho Р, (x) оказывается л-й частичной суммой ряда (8). Tak 

как частичные суммы ряда (8) сходятся равномерно к f(x) на 

[а, 5], то приходим к заключению, что f(x) = У 0, (x), хе[а, 6], 
k=l 

причем ряд (8) сходится равномерно Ha [а, 6]. q 

53. Средние квадратические приближения функций 

Задача. Пусть функция f(x) — такая, что f(x) € А(-мп, п]. 
Рассматриваются всевозможные тригонометрические многочле- 
ны порядка не выше пл: 

п 

T(x) = P+ У (p, coskx + ах sin АХ). 
k=l 

Для каждого такого тригонометрического многочлена составляет- 

х 

ся выражение г, = 1 {[ f(x)- тах (г, называется средним 
к 

_х 

квадратическим отклонением T(x) от Х(х)). Требуется найти Ta- 

кой тригонометрический многочлен Т(х), чтобы г, получило 

наименьшее возможное значение. 

p> Решение. Введем коэффициенты Фурье функции f(x): 

| * 1; 1 7 , 
A= 2= JF dx; a, = If coskxdx; b, = JF esin kx dx 

(эти коэффициенты известны, так как функция f(x) дана). Имеем: 

1) [ FOOT de = jr] P+ ¥ (p, COS kx + 4, sink) a = 
—х a k=l 

=2nA- P+¥ (a, y+ 5,44) => 
k=l 

= = $()T(x) de =2PA + (рьак+4ь В). (1) 
д k=l 
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х п 2 

i]? + У (ру coskx + q, sin ks) dx = 
k=l 

2) 1 то = 

a
|
[
—
 

к х п 

= j Pde + — | У (pz cos? kx + g? sin? kx) dx 
-rk=l 

(интегралы OT всех удвоенных произведений исчезают благодаря 

ортогональности системы: 1, CoSx, sinx, CoS2x, sin2x, ..., созих, 

sin wx на промежутке [-х, m]), откуда 

п 

. [Тод ах = 2P? + (Pk +40). (2) 
k 

Подставим (1) и (2) в выражение для r,. Получим 

и =~ До - 2/07) + То = 
п 

= - [£2 (x) de + 2P? + D0 +4) - 2 РА + > (рьа +в | 
a k 

>" =1 [др - 4 + Sl — ay)? +(4% - в)? | - 
-я = 

2, %:/2, р -|24 + >. (а + (3) 
k=! 

В выражении (3) для г, от P, p,, 4, зависят только подчеркнутые 

члены. Эти члены неотрицательны и обращаются в нуль лишь 

тогда, когда P=A, pp =а,, 4. =В, К =1,2,...,п, т.е. тогда, 

когда T(x) оказывается п-й частичной суммой ряда Фурье функ- 

ции f(x). 

Итак, доказана следующая теорема. 

Теорема Теплера. Пусть функция f(x) € А(-м, к]). Из всех 
тригонометрических многочленов порядка не выше л наимень- 

шее среднее квадратическое отклонение от функции f(x) имеет 

п-я частичная сумма ее ряда Фурье: 
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S,(x) = А+ У, (a, coskx + В, sinkx). 4 
k=l 

к 

При этом упомянутое отклонение р, = - ПУ (x) - S,(x)] dx 
-х 

(через р„ обозначено г, в этом случае) может быть записано и так: 

Гук |242 + ¥ (a? +82 Pr=— ff (x) + У (ag + bf). (4) 
a k=l 

(4) получается из (3), ибо подчеркнутые члены исчезают, когда 

T(x) = S,,(X). 

Из определения p, видно, что р, 20 и, следовательно, 

2,72, pr el И, 2A* + Si (ay +) < — J f*(x) dx, для любого пеМ. (5) 
k=l =n 

Последнее означает, что частичные суммы положительного ряда 

2. Wp? 2 р? 2A° + > (az + bf) (6) 
k=l 

ограничены сверху MH MOTOMY этот ряд сходится. Переходя в нера- 

венстве (5) к пределу при п -> co, получим 

со к 

рн s+ f Pde. (7) 
k=l =n 

Ниже будет показано, что на самом деле в (7) стоит знак равенства, т. е. 

со Хх 

2A? + += J f2Q)de. (8) 
k=l -n 

Формула (8) носит название формулы замкнутости. Ее можно за- 
писать и так: 

lim p, =0. (9) 
песо 

Теорема А.М. Ляпунова. Для любой функции f(x) е Е(-т, п]) 
со к 

справедлива формула замкнутости 2A? + У (az + bp) = - [720 dx. 
. k=l т 

№ с) Ясно, что р, убывает с ростом п, т.е. 
Po >Р! 2P2 2... > ри 2... . Это видно из выражения (4) для ри. 

351



В) Представим (f(x) в виде суммы двух функций: 

f(x) = f(x) + f (x), причем считаем, что все эти функции интег- 

рируемы на промежутке [-п, п]. Обозначим через 5,(х), 5„(х), 

Ky „(х) п-е частичные суммы рядов Фурье для функций f(x), f(x), 

f (x) соответственно. Пусть ри, Py» Py — средние квадратиче- 

ские отклонения указанных сумм от самих функций. Тогда спра- 

ведливо неравенство 

Pn 528, += | д. (10) 

В самом деле, имеем S,,(x) = 5, (х) + 5,(х) (это очевидно). А тогда 

f(x) - 5,6 = (бд - 5,69) + [769 - 5,09). 

Как известно, (А - В)? < 2(А? + В?). Следовательно, 

(f(x) - 5, (9)! <2. (Fe -S, (x) + [7 - 5, д] | 

Интегрируя это неравенство по хот —п до хх иделя нах, получаем 

< 2(р, + Ри). (11) 
Ho 

Pn = = Paya - [7 "+ 2 Gi + вр < - лов. 

Отсюда и из (11) следует (10). 
Перейдем теперь к доказательству теоремы Ляпунова. 

1. Пусть f(x) непрерывна на [-л, д] и такая, что /(-п) = /(+п). 

Возьмем & > 0 — любое. По второй теореме Вейерштрасса, суще- 
ствует — тригонометрический многочлен (порядка т): 

T,, (x) = P + > (Dg cos Ах + 4; sin kx), такой, что f(x) - Tn (X)| < В 
k=l 

для всех хе [-к, п]. A тогда - Г f(x)- T(x)" ах < =. Но частич- 
-л 
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ная сумма 5„(х) ряда Фурье функции f(x) имеет наименьшее 

среднее квадратическое отклонение от f(x). Значит, 

| 7 1 * Pm == J (F(X) - Sq (x)) de < — | (Гео - T(x) de Se. 
-1 -К 

Итак, Pm < &. Было отмечено, что {ру } см — Убывающая. Поэтому, 

тем более при п> т, будет р, SE, а это и значит, что р, > 0. 
N—poo 

Более сложные виды функции f(x) приводятся к только что 
рассмотренному. 

2. Пусть f(x) — ступенчатая функция. Это значит, что проме- 
жуток [-л, к] разлагается точками 

—™% =A) <Q, <Q, <...<a,=n 

Ha такие промежутки [a@;,4;,;], что в интервалах (a,;,a;,,) функция 

f(x) постоянна. Пусть, например, при хе (a;,a;,,): Л(х)=с, 

(1=0,1,2,...5-1). (Нас не будет интересовать, каковы значения 

f(x) в граничных точках промежутков [а;,а;.1|.) Очевидно, что 

f(x) — ограниченная функция (5 — число конечное, т. е. конечное 

число ступенек). Значит, существует число М, такое, что | f (x)| <M 

ana x e[-7, п]. 

Введем новую функцию f(x) , задав ее так: 

(а)=0 (1=0,1,2,..., 5); 
$ 1(х)=с; для а+б<х<ащ-б (1=0,1,2,...,5-1); 

f(x) — линейна для а <х<а; +6 и для а -б5х<ан. 

i+) — @; 

2 

а Lv 

Здесь 6 подчинено условию: 0<d< > В дальнейшем вы- 

бор 6 будет уточнен. 

О oe 
2 д i => 

—N=QAy а 4) а Д=а, 

Рис. 16.1. График ступенчатой функции у= f(x) 
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Рис. 16.2. График функции y = f(x) 

Функция у = /(х) непрерывна на промежутке [-к, xm] и та- 

кая, что ее значения на концах промежутка одинаковы, т.е. 

Г(-к) = Г(+к) =0. Значит, по уже доказанному (см. пункт I.) 

Р„ — 0. Очевидно, далее, что |) < М для х;Е[-к, 7]. 
N—poo 

Положим теперь f(x)—- f(x) = f(x). Тогда p, $2), + 

+2 [72 . Имеем: 
Tix 

5-1 
к = 5-14 = а, +6 

[Родж=у [Ро = У Ром+ ГРощ|, 
а;.1-5 

так как на промежутках [а; +5, a,,,; - 5] f(x) = f(x), и, следова- 

тельно, f(x) =0. У нас 

Род = f@)-FO) = 7+ 52, 
Значит, 

a,+5 - а = 

[ Фа <4М*.би Г Лок <4М*.5. 
а; а; 1-6 

к = 2 ° 

Атогда [ f? (dx <8M7’8-s и, следовательно, р, < 2p, +16 м >. 
-х 

Возьмем = > 0 — любое. До сих пор мы не уточняли выбора §. 

16М?55 = 
Теперь будем считать его таким, что <—. Тогда 

T 
_ € ~ 

ри <2), + 3 (при всех #). Ho Ри > О. Значит, найдется номер М, 
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_ Е 
такой, что при п> № будет р, <3 и тем самым Pf, <€, если 

п> №. Последнее означает, что р, — 0, а это и требовалось 
N—0oo 

доказать. 
3. Общий случай. 

Пусть Л(х)е К((-м, п). Возьмем => 0 — любое и разделим 

промежуток [-к, п] точками а =-п<а! <а) <...<а; = пна 

столь малые части, чтобы 

а, г -а,) < =. 
Far 1+ Q 

Здесь @, — колебание функции f(x) на промежутке [4,,4;,,]; Q — 

колебание функции f(x) на промежутке [-х, п]. (Такое разбиение 

возможно, так как f(x) интегрируема на промежутке [-к, п], 

а это — необходимое и достаточное условие интегрируемости.) 

Введем в рассмотрение новую функцию f (x) , положив 

(0, если x=a;, i=0,1,2,...,5 (в узлах); 

POS) ff ace aie) если X E(;,4;4))s 1=0,1,....5-1. 

Очевидно, что f(x) — функция ступенчатая, и потому Pn >. 0. 

Положим = f(x) - f(x) = f (x). Тогда, как мы наем, 

р <2, +2 | Poode, Имсем ров - Sf F200 de. Заме- 
i=0 а, 

f(x) - sl та THM, что если хе (а,,а,.1), то [Ре = S W;- 

Поэтому 
Qi} 

f Fede зо аи -а). (12) 
а! 

(Это так, несмотря на то, что оценка (7 А hx) < 0? справедлива 

лишь для ХЕ (а,;,а;.1), ибо изменение значений подынтегральной 
функции в двух точках не изменяет величину интеграла.) 
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Так как @; $2, i=0,1,2,...,s-—1, то вместо (12) можем 

а = 

написать | f(x) dx < @;(@;,; — @;)-Q.ATora 

а! 

к - 5-1 

| £7 (x) dx < ¥0;(4;4; —a;)-Q< 5.9 =$, 
i=0 К 

_ 2 _ 2 
и, следовательно, P,, < 2р, + — ‘Е, итем более p, < 2p, + ze, ибо 

х > 3. Было отмечено, что р, — 0. Значит, найдется номер М, та- 
по 

€ 
b кой, что при я > N будет: Ри < Е › И тем самым ри < =, если n>QN., 

Последнее означает, что P, — 0, аэто и требовалось установить. 4 
П—со 

Пример. Ранее, при разложении функции f(x) = x’, 

x Е [-к, п], в ряд Фурье, было получено: для любого x Е [—7, д] 

2 > п cosx cos2x с0$3х n-| COSNX 
=—-4 _ + _... + (-1 +... 

* 3 ( 1 2? 32 C) п? 

д? 4 
(здесь А =; a, = (-1)" —, п=1,2,...; 5, =0,n=1,2,... ). По 

n 

х оо 

формуле замкнутости - [12 dx = 2A? + У (a) +57) в нашем 
-к n=1 

примере будем иметь 

к 4 ео 

+ [4 =2. 4165 = 
Mik 9 п=1Й 

4 4 со со 4 п к ] I к 
— = — + §) — — = —— 

7 5 9 2 — pie: 90 

Следствия теоремы Ляпунова. 

1. Пусть f(x) е А((-п, ]) и A, a,, В, — коэффициенты Фу- 

рье этой функции. Пусть g(x) е А(-п, п] и Р, p,, 4, — ее коэф- 

фициенты Фурье. Тогда 
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> | f(@)g(x) dx =2АР+ Ха, + bin). (13) 

(Это — обобщенная формула замкнутости; сама формула замкну- 

тости получается из (13) при g(x) = f(x).) 

} Ясно, что сумма f(x) + g(x) имеет коэффициентами Фурье 

А+Р; а +р,; В, +41. По теореме Ляпунова имеем: 

1 | pyar = 242 + Seal +0), (14) 
-к n=l 

1 [дак = 2P? + 521 + 92), (15) 

к 

1 [лед + воду = 2A + Р)? + У а, + р»)? + by + an)? |. (16) 
-x n=! 

Вычитая (14) и (15) из (16), получаем 

= f f(x)g(x) de = ААР+2Уа,р, +8,4,) > (13). 4 
n=l 

2. Подставим в (13) выражения для P, p,, q,- Получим 

[Годебд dx = A О. + So, { s(x) сових de + В, [водят вешь 
-х a n=l -1 -X 

Таким образом, соотношение 

f(x) ~ А+ У (а, cosnx + В, sin nx) (17) 
n=l 

можно почленно интегрировать, умножив его предварительно на 

любую интегрируемую в промежутке [-п, х] функцию g(x), и при 

этом получается точное равенство. 

3. Пусть [/, m] [-п, x]. Возьмем в качестве функции g(x) 

функцию, заданную следующим образом: 
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| при xe[/, m], 

B(x) = | при xe[-n, д] \ [1 т]. 

Тогда будем иметь 

т т со т т 

[Го = AJ dx + $ вика + b, {sin neds 
| | n=l 1 / 

Видим, что соотношение (17) можно почленно интегрировать по 

любому сегменту, содержащемуся в [-х, п], и при этом получается 

точное равенство. 

$4. Полнота тригонометрической системы 

Определение. Пусть функция (f(x)eE В(а, Ь]) . Если 

b 
| 1? (х) ах = 0, то говорят, что f(x) эквивалентна нулю, и пишут: 
а 

f(x) ~ 0. 
(Заметим, что в том случае, когда f(x) — непрерывна Ha 

[а, 5], из f(x) - 0 вытекает, что f(x) = 0, хе[а, 6]. Для разрыв- 

ных функций это не так. Например, функция, отличная от нуля 

в конечном числе точек промежутка [а, 6], эквивалентна нулю, 

но не тождественна ему.) 

Теорема 1. Пусть f(x) е А(а, bj). Если f(x) ~0, то все ее 
коэффициенты Фурье равны нулю. 

>» Действительно, по теореме Ляпунова 

- Год = 24? 4 5 +52). 

Хх 

У нас /(х)-0 = [/?;Фщ=0 = 24° + Yap +h) =0. Ho 
— k=l 

последнее имеет место лишь тогда, когда одновременно A =), 

а, =0, b, =0, К =1,2,.... 4 

Теорема 2. Пусть f(x) € А(а, bj). Если все коэффициенты 

Фурье функции f(x) равны нулю, TO f(x) ~ 0. 
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» По формуле замкнутости Ляпунова имеем 

- [£2 (x) de = 2A? + La +52). 
-п 

По условию, А=0, a, =0, В =0, А=1,2,.... Но тогда 

[PQ dr=0 > f(x) ~0.4 

Теорема 3. Пусть f(x) € А(а, b]) и g(x) € В(@, b]). Если все 

коэффициенты Фурье у этих функций совпадают, TO 

(f(x) - =(х)) - 0, т.е. о _ g(x] dx = 0. 

№ Пусть A, a,, В, — коэффициенты Фурье функции f(x) ; 

P, Pes G4, — коэффициенты Фурье функции g(x). Ясно, что 

разность f(x)- g(x) имеет коэффициентами Фурье А-Р, 

ах -Рь, и ~Q, (К =1,2,... ). По теореме Ляпунова 

+ Ive орк = 204 - Py? + S flay - pu)? +4). 

По условию, A=P, a,=p,, b =q, (kK =1,2,... ). Ho тогда 

al f(x)- g(x)] dx = 0. А это означает, что (f(x) - g(x))~0. 4 

В случае, когда (f(x) — g(x)) - 0, говорят, что функции f(x) 

и g(x) эквивалентны друг другу. 

Замечание. Если, в частности, f(x) и g(x) — непрерывны, то 

из совпадения их коэффициентов Фурье вытекает, что 

f(x) = g(x), хв[-т, п]. 
Теорема 4. Тригонометрическую систему 

I, созх, sinx, cos2x, sin2x, ... (1) 

нельзя дополнить никакой непрерывной функцией (x) (кроме 

как нулем), которая была бы ортогональна ко всем функциям 
системы (1). 
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» Рассуждаем от противного. Предположим, что существует 
непрерывная, отличная от нуля, функция Ф(х), ортогональная 
ко всем функциям системы (1). Но тогда все коэффициенты 

Фурье этой функции: 

1 7 17 
A= a2 0% = 0; a, = J oC) cos kee dx = 0 (k =1,2,...); 

Tw 

b, = > Jo(x)sin kxdx=0 (k =1,2,...). 
-к 

Следовательно, по теореме 2: ф(х) - 0. А так как @(x) — непре- 

рывная функция, то O(x)=0, x e[—-x, x]. Получили противоре- 

чие. Значит, наше предположение неверно. | 
Утверждение, доказанное в теореме 4, называют полнотой 

тригонометрической системы (1). 

Теорема 5. Пусть функция f(x) непрерывна на [-к, 7] 

и Г(-п) = f(+n). Если ряд Фурье функции f(x) сходится на 

[-х, к] равномерно, то сумма его и есть f(x) (т.е. f(x) разлагает- 

ся на [-к, п] в ряд Фурье). 

№» Обозначим сумму ряда Фурье функции f(x) через S(x). По 

условию 5(х) есть сумма равномерно сходящегося на промежутке 

[-х, х] тригонометрического ряда. Стало быть, этот ряд будет 

рядом Фурье для S(x). Таким образом, оказывается, что наш ряд 

является рядом Фурье как для функции f(x), так и для своей 

суммы (x) (т.е. f(x) и 5(х) имеют один и тот же ряд Фурье). Но 

f(x) и S(x) непрерывны на [-7, п]. (f(x) — по условию, а 

S(x) — как сумма равномерно сходящегося ряда непрерывных 

функций). Но тогда 5(х) = f(x), x в [-т, п]. 4 

Замечание. Теперь мы можем для такой функции f(x) по- 

строить ее ряд Фурье и проверить, сходится ли он равномерно на 

промежутке [-л, 72]. Если ряд оказывается равномерно сходя- 

щимся, то его сумма и есть f(x) (т.е. f(x) разлагается на [-т, к] 

в ряд Фурье). 

Теорема 6. Если функция f(x) всюду на [-л, п] имеет непре- 

рывную производную f’(x) иесли /(-п) = Г(+к) ‚то f(x) разла- 

гается в [-к, к] в равномерно сходящийся ряд Фурье. 
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№ Пусть a, и В, — коэффициенты Фурье функции f(x), 

aa, и В, — коэффициенты Фурье функции f’(x). Имеем 

к 

a, = 1 | f(x)cosnxdx = = J se a m) - 

Ton 

тих | Язтих лв 

< Y X=-N% 1 n 

= 0 

к 

b, = 1 J Лос) т nx dx => = „== в 

Г п 

ха 
=- |7 sos + EOS pe eat 

— 
х=-к, -д 

=0 

рвы — 
Итак, получили аи = я ? b, = и Как известно, АВ < А" + В. 

Следовательно, 

| 2. вы -=+8; ols —> 

По условию, f’(x) е C([-n, x]) => f(x) е А(-т, п]) => ana f(x) 

справедлива формула замкнутости Ляпунова = сходится ряд 

У (a? + В2) . Kpome Toro, мы знаем, что сходится ряд 2. т.Атогда 
n=! 

приходим к выводу, что сходится ряд > (e, |+ |6, ). Так как для 
nal 

любого ЛЕМ и для всех x E[-7z, п]: 

la, созих + b, sin nx| < (а, |+ |6, |, 

то заключаем, что ряд A + У. (а, созих + 5, sin ях) сходится равно- 
n=! 

мерно Ha промежутке [-[^, x]. А тогда по теореме 5 получаем: f(x) 

разлагается на [—7, д] вряд Фурье (причем этот ряд Фурье сходится 

равномерно Ha [-к, п]). 4 
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$5. Метод Абеля — Пуассона суммирования рядов 

Пусть имеется ряд 

ад +a, +а. +...+а, +... (1) 

Составим новый ряд: 

ау +аг+ арг? +...+аг" +... (2) 

(ряд (1) — частный случай ряда (2); он получается из ряда (2) при 

г =1). Допустим, что: 

1) ряд (2) сходится, когда OS r<1,K сумме 5(г), и 

2) существует конечный предел 5 = lim 5”). 
г 1- 

Тогда говорят, что ряд (1) суммируется методом Абеля — 
Пуассона, а число 5 называют его обобщенной суммой. 

Теорема 1. Метод Абеля — Пуассона — перманентный. 

> Пусть ряд (1) сходится (в обычном смысле) к сумме 5. Тогда 

a, — 0 (как общий член сходящегося ряда). Мы знаем, что пере- 
N—yoo 

менная, имеющая конечный предел, ограничена; значит, существует 

число K > 0, такое, что ia,,| < К для любого и = 0,1, 2,... . Ho Torga 

ряд (2) мажорируется геометрическим рядом | 

К+К.-г+К.Р?+...+К.+... , 

сходящимся при 0 < г <1.Тем самым ряд (2) сходится при 0 <г<1. 

Пусть сумма ряда (2) есть 5 (г). Положим S,, = а +a, +a, +...+4,. 

Тогда 
ao = 50, 

a, = S$, -— So, 

a4 = §, -S§),; 

An = Sy — Sy, 

Следовательно, 

S(r) = So + ($1 - бо)" + (5) — Sr? +... + (51 = биг" tes 

ИЛИ 

S(r) = (Sp — 0) + (Syr - Sor) + (Spr? — Sir?) +... + (S,r" — 5-м") +... 
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Видим, что 5(г) можно рассматривать как результат формального 
вычитания ряда 

0+ бог + 51/2 +... 4+ 58, pr" +... (3) 

из ряда 

50 +5 + Sor? +... + 5" +... (4) 

Отметим, что ряды (3) и (4) сходятся при 0 < г <1. Действительно, 

y Hac ряд (1) сходится вобычном смысле к сумме 5. Значит, S,, 2. S 

=> существует число М, такое, что будет |S n| <M для любого 

п=0,1,2,... . Следовательно, ряд (3) мажорируется рядом 

Mr + МЕ? +... + М +... , (3) 

а ряд (4) мажорируется рядом 

М + Ми + Mr? +...+ Mr" +... (4) 

Ряды (3) и (4) — геометрические, сходящиеся при 0 <г<1. Зна- 
чит, и ряды (3), (4) сходятся при 0 <г<1. Но тогда S(r) равна 

разности сумм рядов (4) и (3), т.е. 

S(r) = $5" -75,5, r" = S(ry=(1-r)>S,r". 
n=0 n=0 n=0 

Мы знаем, что если OS r <1, то 

УЕ > 1=(-^Умг” = 5=(-^лУб.т. 
п=0 l-r n=0 n=0 

S()-S=(1- NZS, -S)r" = [50-5 <а-вУр, - Sr”. 
n=0 n=0 

Возьмем = > 0 — любое. Так как S, — © , то взятому € > 0 отве- 
по 

v , = 
чает номер 11, такой, что кактолько я > т ,таксейчас же IS, _ S| < 5. 

Закрепим это т. Тогда 

Е и Is(r) - S|<- Obs, -5"+0- У 2, 
п=т+1 
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т т 

У нас O< r <1. Следовательно, >. 5, 5" < 2.5, — S|. Кроме 
n=0 

того, Ум <” == -.Значит, IS(r) -5|<(- эр, - $] +5. 
п=т+1 A= n=0 

Положим для краткости Ур, — S| = A(e) (A(e) — число, закреп- 
n=0 

ленное вместе с &, HOO т зависит OT &). Имеем, таким образом, 

[5 (г) - S| < (1 - r)A(e) +5. До сих пор г было подчинено един- 

ственному условию: 0 < г <1. Сделав гдостаточно близким к |, мы 

получим (1 —r)A(e) < 5 и тем самым [S(r) — S| < =. Последнее 03- 

начает, что 5 ()——25 . Значит, метод Абеля — Пуассона — пер- 
г—1- 

манентный. «4 
Рассмотрим ряд: 

1-1+1-1+1-1+... (5) 

Мы знаем, что этот ряд расходится в обычном смысле. Составим 

для него ряд: 

АИ ИЗ +... (6) 

Для OS r<l1: ряд (6) имеет своей суммой S(r) = —. Имеем 

„Шт pw) = jim im a> = 5. 

Вывод: ряд (5) суммируется методом Абеля — Пуассона. Зна- 
чит, метод Абеля — Пуассона интересный. 

$6. Применение метода Абеля — Пуассона к рядам Фурье 

Лемма 1. Если Os r<1,To 
2 

] 2 3 l l-r 
—+rcosa+r* cos2a+r° cos3a+...=—-: .(1 
2 2 1-2rcosa+r? (1) 

| > Ряд = + rcoso. + г? cos2a + г? cos3a+... сходится при на- 

ших Г (он мажорируется геометрическим рядом, сходящимся при 
0<r<1). Обозначим сумму этого ряда через ‚5: 
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2 $=5+ сова + cos2a +r? cos3a +... (2) 

Умножим обе части (2) Ha 2rcosa. Получим 

2 2rcosa-S =rcosa + 272 cos? a + 273 cosacos2a +... 

Ho 2cosAcos В = cos(A — В) + cos(A + В). Поэтому 

2rcosa-S = rcosa +r7(1+cos2a) + г? (со а + с0$39) +... = 

= 2rcosa-S=r2(l+rcosa+r2cos2a+...)+ 

+(rcosa+r’cos2a+r°cos30 +...) « 

Это преобразование законно, так как оба ряда в скобках сходятся 
для 0 <г<1. Так как 

(l+rcosa+r* cos20+...) = (F+s), 

(rcosa + 7? cos2a + 73 cos3a + ... )= (5 _ я , 

то последнее соотношение может быть записано в виде 

of 1 | 
27059-95 =Л 5+5 + 5-5 

Получили уравнение относительно 5: 

2 2 | l-r? 
~(l-r°)=S-(l-2rcosa+r => S=->: 
2 21 27соза+ и? ` * 

Пусть функция f(t) € R,,. Составим для нее ряд Фурье: 

А+ У (a, cosnx + В, sin их). (3) 
n=! 

Применим кэтому ряду метод Абеля — Пуассона. Для этого состав- 
ляем ряд 

А+ У r"(a,, созих + В, sin nx). (4) 
n=l 

Покажем, что ряд (4) сходится при 0 <г<1. Унас /(1) е А. => 

f(t) — ограниченная. Значит, существует число М > 0, такое, что 

[f()| < М. Имеем, далее 
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<2М. 
| 

le,| “Ih 

| к 

<2M; lon] = | р f(t) cosnt dt 

Поэтому |a, cosnx + В, sin их] < 4M, и, следовательно, ряд (4) мажо- 

рируется рядом A+ > 4Mr", сходящимся при 0 <г<1. Положим 
n=] 

S(x,r)= A+ У r"(a, cosnx + b, sin nx). (5) 
n=] 

Подставим в (5) вместо A, a,, В, их выражения: 

А = = [fae а, =-— т осознав р, = {f(@sin ne dt. 
-% -% 

Получим 

5 (х,г) =5- ха у [for cosn(t — x) dt = 
T y= 1-х 

- = [3 +” cosm(t = 3) 

Произведенное преобразование законно, потому что ряд в скобках 

(при закрепленном 0 <r <1) сходится равномерно относительно 

Ги, следовательно, его можно почленно интегрировать, предвари- 

тельно умножив на ограниченную функцию /(1). По лемме, 

2 

+ or " cosn(t - x) = 4 =r ] 

2 2 1-2^с0$ (1-х) +r? 

А тогда 

Е 1-2 
5 (х,г 

G51) = 5. «1 -2rcos(t-—x)+r 
Ла. (6) 

Правая часть (6) — интеграл Пуассона. 

Теорема. Пусть f(t) е R,,. Образуем для нее 5(х,г). Тогда: 

1) в каждой точке xX, в которой функция f(t) имеет разрыв 

А (х-0) + f(x +0). первого рода, будет: 5(х,г) > 5 
ro>l|- 
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2)B каждой точке х, в которой функция f(t) непрерывна, 

будет: S(x,r) —— Г); 

3) если f(t) непрерывна на всей оси, то 5(х,г) SF F(x). 

№ Для S(x,r) было получено следующее выражение: 

к 2 
S(x,r) = = | f¢ —— = dt 

a я 

Положим здесь Г =х+и. Будем иметь 

бой = ним 
21 -. 1— 2 с05и + г? 

(пределы интеграла прежние, ибо подынтегральная функция 

2 -периодическая). Положим теперь u = 2t,. Получим 

5 Гм 2 1” d X,r)=— х+21 t. 
Gon) x,t! ) 1 2p cos 2h tre | 

Интеграл, стоящий в правой части, представим в виде суммы двух 
интегралов: 

5 UT re 42 I< g х,г) = — х+21 t+ 
(7) п J A 1 Or cos2r +72 ' 

1° l-r? 
+— х+21 а. 
"А Те cosa er? 

Во втором интеграле справа сделаем замену: п = —№. Получим: 

5 г 2t,) [=r d х,г) = — х+ И и + 
O67) п J It 1=2rcos2t, +72 | 

17 1 2 

+= | Se- 215) —! 

1-2rcos2t, +r 
= dt . 

Последнее соотношение может быть записано в виде: 

| - 12 

1—2rcos2¢+r 

n/2 
S(x,r) = > [С +20 + Л - 29] 

0 
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(определенный интеграл не зависит OT того, какой буквой обозна- 

чена переменная интегрирования). Имеем: с0$2# =1-2 т? 1, 

а тогда 

1 -2rcos2t+r? =1-2r(1—-2sin? +r? = (1- №)? + 4151? 1. 

Окончательно, для 5(х,г) будем иметь следующее выражение: 

[-/2 

—r)? +4rsin? 1 

1? 
(S(x,r) = — J [S@& + 20 + f(x - 20) 7 (8) 

0 

Итак, если f(t) е R,,, то построенная для нее сумма S(x,r) выра- 

жается по формуле (8). В частности, это так, когда f(t) =1. Но для 

функции f(t) =1 будет: 5(х,г) =1 (ибо ряд Фурье этой функции 

такой: 1+0+0+0+...+0+... ). Значит, ana f(r) =1 формула (8) 

принимает вид: 

192 l-r? 
1=- [2 5 —— at. (9) 

ку (l—-r)° +4rsin‘t 

Пусть теперь f(t) € Rj, и точка х— точка разрыва первого 

рода для этой функции. Умножим обе части (9) на 

f(x + 0) + f(x - 0) 

2 

чившегося равенства. Будем иметь: 

S(x,r) - LAFF ЛЕО — 

и вычтем из (8) соответствующие части полу- 

к/2 

== f (x+2t)- f (x+0)] + [f(x-2n - Л(х-0)]| 
0 (1- a | 

(10) 

Возьмем = > 0 — любое. По самому определению односторонних 

пределов, взятому &>0 отвечает 6>0 такое, что как только 

О <1<б6, так сейчас же 

[f(x + 20 — f(x +0] + [f(x -20 - f(x -O)] <=. 
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Закрепим это 6 (считая 6 < 4) и разобьем интеграл формулы (10) 

nf2 5 п] 
на два интеграла по схеме: | = |+ | .Впервом изэтих интегралов 

0 0 5 
правой части будет: 

[f(x +20 - f(x +0) + [f(x - 2) - f(x -O]<e, (11) 

а во втором: 

[f(x + 2 - Л(х+ 0] +/(<-20 - f(x-O]S4M, (12) 

где М =sup {| f (1)|} (по условию, функция f(t) — интегрируемая, 

а значит, ограниченная). 

(Заметим, что если, в частности, f(f) — непрерывная на всей 

оси, то благодаря периодичности она и равномерно непрерывная, 

так что указанное выше 6> 0 можно считать зависящим только 

ОТ & и не зависящим от х; оно одно и то же для всех веществен- 

ных х сразу.) 

Из (10), принимая во внимание (11) и (12), находим: 

S(x,r) - и 

5 _ „2 nf2 — „2 : | l-r dt + АМ | 1-х 4. (13) 

пу (1-/)? +4rsin? ¢ к 5 (l—r)? +4rsin? 1 

Первый из интегралов правой части (13) только увеличится, если 

п 
интегрировать от 0 до 5 (так как подынтегральная функция поло- 

жительная). Поэтому 

б _ „2 п/2 _ „2 

aa er eee а. 
по (1 -г)^ + 475т- ¢ ку (l—r)* +475т" t 

Но из (9) следует, что 11 1” at =4 Следова 
yes ку (l—r)? +4rsin? ¢ 2° . 

| Ly l-r? 
PHO) ed (1 ^)2 + 4rsin? 1 

] 
< 5. Имеем, далее: при fe В 4 
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n/2 l-r? 1-72 д 
J 2 i iy ere Bae 5 (l—r)* +4rsin‘t 4rsin° 5 2 

Теперь вместо неравенства (13) можем написать: 

S(x,r) - f(x +0) + f(x — 0)| <=. Ml — г?) 

будет sinf = sind, а потому 

2 | 2 27325’ 

Ма-!?) 
Если г > 1-0, то ——-> 0. Значит, взятому = > 0 отвечает 

2rsin’ § 

, M(l-r?) = 
ry > 0 такое, что кактолько fp < г < 1,так сейчас же 2-25 < 5, 

rsin 

(x + 0) > I(x = 4 <=. Этим доказано ут- 

верждение 1), а значит, и утверждение 2) теоремы. 
Что касается утверждения 3) теоремы, то оно следует из того, 

что для всюду непрерывной и 2п-периодичной функции f(r) 

S(x,r) -£ и тем самым 

число б>0, асним и fp, зависят только от & , но не отх. 

Заменание. Пусть f(t) задана только на промежутке [-л, x], 

и f(t) е В(-т, п]. Тогда: 

1) если —п < х<т их -— точка разрыва первого рода функции 

f(), 70 S(x,r) —> f(x +0) + f(x- 0), 

2) если п <x <n A X— точка непрерывности функции f(r), 

то S(x,r) —> f(x); 
3) если существуют конечные /(-к+0) и /(п-0), TO при 

Ат +0)+ f(n-0), 
1-0. 2 , 

4) если f(t) непрерывна Ha всем промежутке [-7, п] и, кроме 

того, /(-п) = f(x), то S(x,1) —3Л@<) ‚ xe[—n, п]. 

x = +т будет: 5(х,г) р 

№ Введем в рассмотрение вспомогательную функцию &(!), 

определив ее на всей вещественной оси следующим образом: 
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g(t)= f(t), если te [-—n, x), 

и g(f+2n)=g(t), ГЕ (-о°, +0). 

Заметим, что функция g(t) е Ry, и кней применима вся предыду- 

щая теория. Отметим, что ряд Фурье для функции g(t) совпадает 

с рядом Фурье для функции /(г) (это было показано раньше при 

доказательстве основной теоремы; см. гл. 15, $4). Совпадают также 

интегралы Пуассона 5(х,г) этих функций. А тогда: 

|) если хЕ (-п, п) и х— точка разрыва первого рода функции 

f(t) (а значит, и функции g(f)), то 

‚ 2(х + 0) + g(x - 0) 

5 r) r—>1-0- 2 

5 (4,1) yp LE # + Ла о | 

2) если x (-п, п) и х— точка непрерывности функции (г) 

(а значит, и функции 2(1), то 

бе [SN > Feo]; 
3) если существуют конечные 

f(-n +0) [= g(-n+0)], Лж-0)[==®-0}], 

то при x = + будет: 

8(-п + 0) + g(x — 0) 

SOx, r) r1-0 2 

S(«) — f(-n+ D+ f(x- о 

4) если f(t) непрерывна на всем промежутке [-п, 7] 

и Г (-п) = f(x), TO g(t) будет непрерывной на всей оси. Следова- 

тельно, 5 (х, —3 = &(x), ХЕ (—c9, + 00), a значит, 

Ук), д, 4 
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Дополнение 1. 
Применение метода Абеля — Пуассона 

в теории степенных и числовых рядов 

В $6 показана эффективность применения метода Абеля — 
Пуассона в теории рядов Фурье. Отметим, что этот метод может 
быть успешно применен и при доказательствах некоторых теорем 
в теории степенных и даже числовых рядов. 

Пример 1. Пусть степенной ряд 

3 Co CX + сх? + сх +...+ех"+... (1) 

имеет конечный радиус сходимости К. Тогда, как известно, сумма 

f(x) ряда будет непрерывна всюду в промежутке (-К, К) (это 

устанавливается совсем просто). Если ряд (1) сходится хотя бы 

неабсолютно на каком-нибудь из концов интервала сходимости, то 

функция f(x) будет определена и на этом конце. 

Вопрос: будет ли f(x) непрерывной в этой точке: 

Ответ на этот вопрос дает теорема Абеля. 

Если ряд (1) сходится хотя бы неабсолютно при х = К, то 

в этой точке сумма ряда f(x) непрерывна, т.е. Л (x)——_ JS (R). 
| х>К- 

» По условию ряд со + +с.А? +...+0,R" +... сходится к 
сумме f(R). Мы знаем, что метод Абеля — Пуассона перманент- 

ный. Значит, указанный ряд суммируется этим методом к той же 

сумме /(R), т.е. 

Cote А+ со 2 +... АИ + - ———> F(R), 
г>1- 

или f(R- ——/ (К). Остается заметить, что любое х Е (0, А) 
rol- 

можно записать в виде х = R-r и что соотношения: х > R-O 

х 
ил — 1 — 0 совершенно равносильны (достаточно положить г = R ). 

Поэтому Л (x)——>> ГСК) , а это и требовалось доказать. < 
x7 R- 

Пример 2. Теорема Абеля (об умножении рядов). Пусть ряды: 

ау + а! +а> +...+а, +... (2) 

bp +b +b. 4+...+5, +... (3) 
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сходятся (даже условно) K суммам Ди В соответственно. Положим 

с, = аб, + a,b,_; +... +а, 5. 

Если ряд 

Co +С1+С2+...+С +... (4) 

сходится к сумме С, то С = АВ. 

» Образуем степенные ряды: 

Ay + A,X + аох? +... +ах" +... (5) 

by + bx + Вх? +... bx +... . (6) 

По условию, ряды (5) и (6) сходятся при х =1.Значит, при 0 <х<1 
они сходятся абсолютно и потому их можно перемножить. Ряд- 

произведение будет таким: 

у п _ 2 n сих" = Cy +ах + COX HL HCN" Hoe . (7) 
n=0 

Ряд (7) тоже сходится абсолютно при О<х<1,и 

¥c,x" = [боле [вы хе (0, 1). (8) 
п=0 п=0 

Перейдем в соотношении (8) к пределу при x > 1-0. По преды- 

дущей теореме Абеля получим: С = A- В ‚ аэто и требовалось до- 

казать. q 

Дополнение 2. 
Гармонический анализ функций, заданных эмпирически 

Выше было показано, что если функция у = f(x) периодичес- 
кая с периодом 2/ или если она задана на промежутке длины 2/ , 

то коэффициенты Фурье этой функции, попарно определяющие 

слагаемые гармоники вее ряде “ee определяются по формулам: 

а+2[ at+2l 

Aaa Ла dx; a, = 7 J Se усов 
а+21 

г I(x )sin de, n=1,2,.... 

NX dx 

(1) 
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На практике, во многих прикладных вопросах функция у = f(x) 

задается графически в виде некоторой кривой, аналитическое 

выражение которой неизвестно. Такие эмпирические кривые по- 

лучаются обычно при помощи приборов, регистрирующих измене- 

ние какой-либо одной переменной величины в зависимости от 

изменения другой величины. (К таким приборам относится, на- 

пример, осциллограф.) 

Весьма часто также функция у = f(x) задается табличным 
способом, т. е. некоторым конечным число своих частных значе- 

ний, соответствующих различным значениям аргумента на протя- 

жении целого периода. Эти частные значения функции являются 

результатом наблюдений и измерений рассматриваемой перемен- 

ной величины. 

Так как в этих случаях применение формул (1) становится 

невозможным, то вопрос о разложении функции f(x) на про- 

стейшие гармоники ставится в несколько ином виде. 

Пусть имеется некоторая 2/-периодическая эмпирическая 

кривая. Разделим этот период на р равных частей. Пусть абсциссы 

точек деления будут: 

Хо = 0; x, == =a; xy = 2 = 2a; wee 

Ху Нк. 21 = ko: ...; Хр = ра = 21, 

а соответствующие ординаты пусть будут: 

Yos Vis У2; ---; Ves +--; Ур(= Yo). 

Возьмем теперь тригонометрический многочлен л-го порядка 

хх ~ 2X _ NIX 
т + Gy <0$——+...+а, COS—— + 

l l 

~ ~ ~ (2) 
+ 5 sin + by sin = + +5, sin 

(x) = A +a, cos 

с числом членов, равным 27 +1, причем 2n < р. Поставим задачу: 

определить такие значения коэффициентов A, а, Gy, ..., Gy; by, 

b,, ..., 5, › при которых многочлен @ (x) вточках деления наилуч- 
шим образом приближался бы кзначениям ординат функции f(x) 

374



вэтих Ke TOUKAX. Другими словами, надо определитьтакие значения 

этих коэффициентов, при которых сумма квадратов отклонений 
тригонометрического многочлена (2) вточках деления отзаданных 

ординат функции у = f(x) в этих же точках была бы минималь- 

as 2 «р 

ной, т. е. чтобы сумма A, = > 1% —(x,)] была бы наименьшей. 
k=1 

Эта же задача ставится без изменений и для случая, когда фуикиия 

у = /(х) известна только своими частными значениями 

Yi» У2, Уз, +++» Vp соответственно в точках ху, хо, хз, ..., Хр. 

Процесс определения коэффициентов тригонометрического 
многочлена (2), удовлетворяющих вышеупомянутым требованиям, 

называется гармоническим анализом функций, заданных эмпирически. 
Для решения поставленной задачи берем частные производ- 

ные от A, по A, 4, 4›, ..., аи; 5, 6, ..., 5, и приравниваем 

их нулю. В результате получаем следующую систему (27 +1) 

уравнений со столькими же неизвестными: 

~ . тах 
+ b,, sin ,} $» - — 9(x,)] = 0, где O(X,) = A+ ane cos tk 

$p.- — (хи )] со РК =0, g=l, 2, А
 

У - Ф(хь)|. sin 2—* a =0, а=1, 2, 
k=l 

Преобразуем уравнения системы (3), для чего выведем пред- 
варительно некоторые формулы. 

mM, . MMTX, 
I. Определим сначала значения сумм ) COS и > sin a 

k=! k=l 

Для этого умножим вторую сумму Ha фи сложим с первой суммой. 
Будем иметь 

MTX, . 
cos г +7 ¥ sin 2k 

К=1 k=] =1 

2mm 2mm 4 „тк ‚2тп oi: 2mn | 

=e Р +e Р +...+е Р =e 5 
‚тп 

е Р -1 

375



У нас m=1, 2,..., 4; 2n< р, а потому и 2т < р. Следовательно, 
„тк 
— . 

е Р =|. Так как е"2"* =|, то 

> cos a 

> fot = а — =0. (5) 
k=l 

— (4) 

II. Определим теперь значения нижеследующих сумм: 

mmx ах . MTX, . ах 
ser eT ¥ sin me sin — 
k=l l k=l l 

соты sin 95, 

где m=1,2,...,n; а=1,2,....П. Имеем 

F cos TE cog АЕ = LS со (MA MIME 4 LY ogg (= Флхь, 
k=l l b 2 Ke l 2 ial l 

р р — р 

kal | | 21-1 | 2 jal | 

Наосновании (5) все суммы правых частей последних равенств при 

т а равны нулю, а при 4 = т получаем: 

р р 

¥ cos т cos =k = У со? ПХК — 5 5( + cos et = 
k=l / k=l 

р 
= Pa LS cos 2mm =Р., 

2 242 [2 

=0 

¥ sine sin Tk = Хаят" т = 55 (1 — COS oe = 5. 
k=l 

Имеем далее: 

ах 1 . 1 . 
cos ak. . sin ПА = Ут +— У бт 

р [ [ 2 kal l 2 Ka > 
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TX, . би 
—-* -sin=—* =0 как при 4 * т, так 
т 

= на основании (5) $ cos 
k=l 

и при а=т. 

Перепишем систему (3) в виде: 

р р 

У у, = Уф(хь), 
k=l k=l 

уу, ‚ cos АА = Хок) cos, 
k=l = | 

№ (6) 
р р 
yy, sin Е = ¥ o(x,)- sin. 

k=l [at / 
Имеем: 

р n 

1) ¥ 9 (x,) = $ + (2, cos —*. + ри sin г .| - 
k=l К=1 m=! 

р 

2) Усов = 
k=! 

k=! m=! ~- / 

=0 

, ) 
п 

+У а, У со cos АК +6, ¥ sin ИХА. ПИК cos Lk | = 
т=|  К=| l l k=l d , 

=0 / 
n 

= Уй, ¥,cos——4 соз Ак = Р. а, а=1, 2 ; (8) 
m=| k=l l 2 
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k=l 

~ ~ ~ P 
= as 3, cos Sk зп ХА | к = A. ¥ sin + 
kal ты [ k kt Г. 

=0 

( \ 

п р 
+ У| а, ¥,cos——£ sin В, У р ИЕ sin ЧЕ | = 

m=| k=l Г l р k=l 

\ =0 ) 

п _ ~ 

= Sy On sin = k . sin Zk =£.5, g=l, 2, 9 n (9) 

m=| k=l l 2 

Поэтому будем иметь вместо (6) 

У, = A р, 

&=1 

¥ y, - соз РО =2,.— g=1,2,. > N,? => 

k=l l 2 

vy sin cll: = b, Е, а=1, 2, yh 
k=l l 2 

~ | 
A — — Ук, 

P k= 

~ 2 (19.9 
=> а, = — COS 9 — |, 2, ) P “р 2” Г Ч (10) 

~ 2 ах 
b,=—Y y, - т, g=l, 2,..., 

7 ?p k=1 / 

378 



Так как 2k = 97. ка. 2". ‚ то, положив 2® = 6, получим: 
/ Г р р р 

~ | ] 
Я=— (и + у) ++... +) = Уж, 

р P k=! 

a, = = 2 (у с030 + уз cos 20 + .. + y, COs p6) = — У. у coske, 
р P zl 

В = 2 (y, sino + yy sin 20 + .. + y, sin po) =~ >. y, sin ko, 
р P kz! 

~ 2 2 а, = 5 (11 60820 + уз с0549 + .. + Yp 60520) = = y, COS2K0, 
k=l 

~ 2 . 2 
b, = —(y, sin 26 + у, sin 40+... + y, sin2p0) = — > y, sin 20, 

p P k=l 

a, = = 7( ©0510 + у. COS 2nO + .. . + y, cos ри) = ~ $. y, cosknd, 
р P k=l 

i = 2 . 2 . 
, =F sin n@ + y sin 2n0 + .. + yp sin ри) = = y, sin kno. 

k=l 

Как обычно, синусоиду, определяемую суммой 

~ MAX Fi TX _ ‚(С MTX 
an Cos — + пп — — = Ги Sin Mm , 

входящей в состав многочлена ф(х), называют гармоникой т-го 

порядка функции f(x), заданной эмпирически. Амплитуда г„ и 

начальная фаза y,, этой гармоники определяются равенствами 

r, = {a2 +52; @, =r,siny,; 5, =r, соб и. 

Замечание. Существует большое количество весьма разнооб- 

разных методов разложения функций, заданных эмпирически, на 

составляющие гармоники. В большинстве своем они служат не- 

посредственной цели определения коэффициентов A, ат , by 

Найдя последние, уже затем определяют амплитуды и начальные 

фазы гармоник. Почти все эти методы допускают теоретически 

нахождение любого числа гармоник.



Глава 17 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

Пусть (р) — некоторая область (плоская или пространствен- 

ная). Если с каждой точкой М е (2) связано значение некоторой 

скалярной или векторной величины, то (О) называется полем 

этой величины. 

$1. Скалярное поле 

Пусть (2) — пространственное поле скалярной величины фФ. 

Ясно, что P= (x,y,z), где (x,y,z) е(0) (функция (x,y,z) 
предполагается однозначной). 

Г. Совокупность всех точек области (р), в которых функция Ф 
имеет одно и то же значение С, называется уровенной поверхностью 

или поверхностью уровня данного скалярного поля. Соотношение 

ф(х,у,<) =С (1) 

— уравнение уровенной поверхности. 
(В случае плоского скалярного поля вместо поверхностей 

уровня мы будем иметь линии уровня. Известные читателю изотер- 
мы, изобары, изоклины ит. д. являются примерами таких линий 
уровня.) 

Отметим, что поверхности уровня, отвечающие различным 

значениям С, не могут пересекаться, т.е. через каждую точку 

области (О) проходит только одна поверхность уровня. В самом 

деле, если предположить, что поверхности уровня ф(х,у,<) =C, 

иф(х,у,<) =С. (С =С.) имеют в (р) общую точку (хо, Уб,<о), 
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TO получим O(Xp,Vo.Zo) = Су, Ф(Хо, У, <) = Cz. Но эти равенства 
противоречивы, ибо С! *С.. 

Придавая постоянной С в уравнении (1) различные значения, 
мы получим семейство поверхностей уровня. 

Для изучения скалярных полей вводится понятие о производ- 
ной по данному направлению. 

II. Определение. Пусть (р) — Az 

поле скалярной величины Ф. 

Возьмем в (р) фиксированную 

точку № и проведем через нее 

направленную прямую (/). (На- 

правление Ha (/) может быть 

задано, например, OpTOM О 5 

ly = cosa-i + созВ - j +cosy-k) 5. 

Возьмем на (/) какую-нибудь Рис. 17.1. К определению 
другую точку М e(D). Пусть производной по направлению 

р = вел ММ (возможно р20). 

Составим отношение o(M) 5 (NW) . Если существует конечный 

предел 

fin 2M) -Ф(№) 
p-0 p 

(причем точка М не сходит c (/)), то этот предел называется иро- 

изводной от и у по направлению (1) , вычисленной вточке М, 

и обозначается 5 of (2 > г Характеризует скорость изменения вели- 

чины © в точке Vp направлении (/)). 

Теорема. Если функция ф(х,у,<) имеет в области (р) непре- 

dp 9 9ф б 
рывные частные производные 5, ду, Эх › ТО длЯ ЛЮ OH ТОЧКИ 

N = (О) и для любого направления (/) производная от функции 

Ф по направлению (/) существует и выражается формулой 
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дф dQ aM дФ 
— = — cosa + — cosh + —cos al ax dy OSB + у COSY (2) 

(здесь a, В, Y — углы, образованные направленной прямой (/) 

с осями координат; 9%. 29 9$ вычислены в точке №). 
ox oy az 

» Пусть точка N имеет координаты (x,y,z). Очевидно, что 

точка М имеет тогда координаты (x + pcosa, у + рсозВ, < + pcosy). 

По формуле для полного приращения функции будем иметь 

ф(М) - Ф(М) =ф(х + pcosa, у + pcosB, Z + pcosy) — ф(х,у, =) = 

=5,(x, y,Z) pcosa+t py (x,y,z) pcosB + 

+; (X,Y,Z) PCOS Y +AP Cosa+pp CosB+vpcosy, 

где 2,n,v 0 при p30 (p= (Ax)? + (Ay)? + (Az)? ). 
А тогда 

p(M) - 9(N) 
р 

= P(X, у, <) COSA + P(X, у, <) COSB + 

+ 92 (х,у,=) с0$7 +A cosa+pcosB+vcosy => 

Сор -Ф(м _ 
р—0 р 

= фу (х, у, <) COSA + ф,(х, у, <) COSB + ф.(х,у,<) COSY . 

Мы доказали, что существует lim 9(M) - 9(N) и показали, что OH 
р> р 

равен (x,y,z) cosa + ф,(х,у, <) созВ + ф.(х,у,=)созу. Значит, 

теорема доказана. «4 

99 95 9% Если мы предположим, что ax’ ay’? oz He обращаются од- 

новременно в нуль в данной точке М№и станем изменять направле- 

ние (/), то естественно возникает следующая задача: для какого 

направления (/), исходящего из точки №, скорость возрастания 

д 
функции Ф (Т.е. TF) будет наибольшей? 
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p> Решение. Введем в рассмотрение вектор 

C= tas ЕТ (3) 

дф 4 34 
(ay? ду’ 5: вычислены в точке №). Тогда производная от функ- 

ции в точке №по направлению (/) выразится следующим образом: 

2 =(G-h) =|¢|-||-cose =|б]. 1-с0$6. 
скалярнос 

произведение 

Отсюда видим, что наибольшеезна- 

д 
чение + в точке № будем иметь 

тогда, когда cos@ =I, т.е. когда 

9 =0. Следовательно, скорость 

возрастания функции Ф вточке № 

будетнаибольшей для того направ- 

ления (/), которое совпадает с на- 

правлением вектора С , причем эта x 

наибольшая скорость возрастания 

функции Ф в точке М равна 

al (22) (#) +2) - 
§2. Градиент 

Puc. 17.2 

Определение 1. Градиентом функции o(x,y,Z) вточке М в (D) 

называется вектор, проекции которого на оси координат равны 

частным производным от функции Ф по соответствующим коор- 

динатам, вычисленным в точке №, т. е. вектор вида 

дф- , 9%: - 9; 
d SS —_, — —k. grad ф ax tay! tz (1) 

Видим, что введенный нами выше вектор С и есть градиент ска- 

лярного поля Ф в его точке №. 
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Определение 2. Градиентом функции ф(х,у,<) вточке М e (р) 

называется вектор, направленный в сторону наибольшего возрас- 

тания Ф в точке М№ и по длине равный этой наибольшей скорости 

возрастания функции Ф в точке №. 

Из определения 2 следует, что вга4ф не зависит от выбора 

системы координат. 

Установим связь между grad@(N) и той (единственной) по- 

верхностью уровня Фф(х,у,<) = С , которая проходит через точку 

№ (При этом предполагаем существование непрерывных 

9Ф 9Ф 99 99 9 99 Эх’ ay’ az В (р), а также то, что F > ду’ эх В точке N не 

обращаются одновременно в нуль.) 
Запишем уравнение уровенной поверхности, проходящей че- 

рез точку NB виде 

Ф(х,у,)-С=0. (2) 
= F(x,y,2) 

Имеем Fy(N) =93(N); Е/(М) =Ф,(№), Е(М) = 9, (М). Так как 
Fy, Fy, Ех вточке Мне обращаются одновременно в нуль, то М— 

обыкновенная точка поверхности, определяемой уравнением (2). 
А тогда, как мы знаем, вектор 

(ЕСМ), Е (М), ЕСМ) = (95.4), 05, (N), 0, (М), 

направлен по нормали к поверхности (2) 

в точке WN. Отсюда заключаем, что 

_ гад ф(М№) направлен по нормали к по- 

0 верхности уровня, проходящей черезточ- 

ку №. (Причем эга4ф(М№) направлен в сто- 

рону возрастания функции Ф.) 

Рис. 17.3 Прежде чем перейти к выводу фор- 

мул, облегчающих вычисление градиен- 

та, отметим выражение рга4ф через так называемый символиче- 

ский вектор или оператор Гамильтона. Именно, если ввести 

в рассмотрение следующий дифференциально-векторный опера- 

тор У (читается “набла”): 

гтадф(М№) 

д : 4 OF д = 
V=—i i+ — 3 

ox "ЗУ +3 ©) 
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TO градиент функции Ф можно рассматривать формально как про- 

изведение “вектора” набла на скаляр Ф: 

д - д - д = дф > dM 3 dM =. 
grado = Уф Е +2j+2i)-0 x toy! 1 dz (4) 

Основные формулы для вычисления градиента. 

1. gradC =0 (С — постоянная скалярная величина). 

2. gradx=i, grady=/j, gradz= К. 

3. grad(C - Ф) = С вгадф (С — постоянная скалярная величина). 

4. grad(o + yw) = grado + grady. 

Из формул 3 и 4 видно, что градиент есть линейный оператор, 
преобразующий скалярную величину в векторную. 

5. grad (фу) = grad y + у gradg. 

6. grad ®. = у grad - pgrad у 
у y? 

7. Градиент сложных функций: 

a) grad Л (и) = f’(u) gradu ; 

6) grad f(u,») = 2 gradu+ grad v, ИТ. Д. 

8. Пусть и=Ф(г), где r= fx? +y? +27. Здесь поверхности 

уровня — сферы с центром в точке О(0, 0, 0). Имеем 

, 

их =O(r)- гу = Or) = 9(r)— 
/х? + y? +22 r 

, , < 

Аналогично: и, = Ф’(^)^ ‚и. =Ф (r)—. A тогда 
г 

yx Xi + У + xk 
grad p(r) = 9(r) 2 al 

> r > oo 

= 9(N)— = 9 (r)-%. 

Замечание. Сходство оператора гад ф с обычным оператором 

дифференцирования станет еще заметнее, если формулы для 
вычисления градиента записывать с помощью знака “набла”. 
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Например, формула 5 запишется Tak: V(oy) = oVy + уУф , а фор- 

мула 6 — (2]- УУФ- ФУу , ит. Д. 
y y? 

§3. Векторное поле 

Пусть (0) — пространственное поле векторной величины а(№). 

Относя область (2) и векторы a(N) к некоторой декартовой 

системе координат, мы увидим, что задание векторной функции 

a(N) в трехмерной области (0) равносильно заданию трех ска- 

лярных функций точки: 

G(N) =a,(N)i +a,(N)j+a,(N)k, (1) 

(x,y,z) = a,(x,y,z)i + a, (x,y, 24 +а,(х,у,2) К. (1) 

(Таким образом, задание векторного поля равносильно заданию 
трех скалярных полей.) 

Замечание. Векторное поле называется плоским, если об- 

ласть (2) плоская и если вектор @ лежит в той же плоскости 

(см. рис. 17.4). В этом случае 

а = а(х,у) = a,(x,y)i +а,(х,у)/. 
Важным средством для изучения векторного поля является 

понятие векторных линий поля. 

Определение. Пусть (2) — поле вектора a(N). Если (Ё) есть 

линия, лежащая в (0) и такая, что в каждой своей точке она 

Ay 

Рис. 17.4 Puc. 17.5 
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касается соответствующего вектора поля, то (L) называется век- 

торной линией этого векторного поля (см. рис. 17.5). Пусть 

ix = х(р, 

1У= y(t), {Е [ц,Т] — параметрические уравнения одной из век- 

& =2((), 

торных линий данного векторного поля. Тогда, как известно, 

вектор т с проекциями х,, y;, г, направлен по касательной 

к этой линии в рассматриваемой точке №, а следовательно, будет 

коллинеарен с вектором a(N). Поэтому проекции этих двух 

векторов 7(V) и a(N) будут пропорциональны: 

или в более подробной записи: 

dx _ dy _ dz 

A,x(X,¥,Z) а,(х,у,г) а,(х,у,<)` 
(2) 

Полученные уравнения (2) называются дифференциальными уравне- 
ниями векторных линий. Переписав эти уравнения в виде 

dy _ а, 0,2) dz _ а, (у, 2) 
ах a,(x,y,z)’ ах a,.(x,y,2)’ 

(3) 

получаем нормальную систему дифференциальных уравнений 

с двумя неизвестными функциями у(х) и с(х). 

В случае плоского векторного поля a(x,y) система (2) сведет- 

ся к одному уравнению: 

dx _ dy ‚ — а, (x,y) 

a,(x,y) ау(х,у) ^ а, (ху) 

Интегральные кривые этого уравнения и будут векторными лини- 
ями данного плоского векторного поля. _ 

Задача. Найти векторные линии векторного поля а = yzi + 

+ х/+хуА, заданного в любой области (2), не содержащей 

начало координат. 

Решение. Составляем дифференциальные уравнения вектор- 
ных линий: 

(4) 
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. Видим, что система (3) в данном случае pac- 

падается на два отдельных уравнения, содержащих каждое только 
одну неизвестную функцию. Интегрируя эти уравнения, получаем 

xe-y*=C,, x?-27 =C). 

Линии пересечения этих гиперболических цилиндров и будут век- 
торными линиями данного векторного поля. 

В дальнейшем, для большей наглядности рассуждений, мы 

будем придавать вектору a(x,y,Z) некоторый условный физиче- 

ский смысл, а именно, вектор a(N) будем истолковывать как 

скорость y(N) установившегося течения фиктивной жидкости. 

(Движение жидкости называется установившимся, если скорость 

У(№) не зависит от времени.) Жидкость мы будем предполагать 

несжимаемой, т.е. имеющей постоянную плотность, которую бу- 

дем считать равной единице. Пользуясь такой “гидромеханиче- 

ской” моделью векторного поля, рассмотрим следующую задачу 

(она приведет нас к важному понятию потока векторного поля). 

Задача Г. Пусть (р) — поле вектора a(N), N е (р). Пусть 

в (0) расположена гладкая или кусочно-гладкая двусторонняя 

незамкнутая поверхность (5). Рассматривая вектор а как скорость 

у движения частицы жидкости, определить количество жидкости, 

протекающей за одну секунду через данную поверхность (5). 

Решение. Разобьем поверхность (5) на столь малые части 

(AS,) (К =1, п), чтобы каждую такую часть можно было считать 
приблизительно плоской, а вектор а для всех точек этой части 

приблизительно постоянным по величине и направлению. 

Частица жидкости, которая в данный момент находилась 

в точке N, части (AS,), переместится за одну секунду в конец 

вектора a(N,) (см. рис. 17.6). Поэтому количество жидкости, 

протекшей за одну секунду через площадку (А5,) будет равно 

приближенно объему наклонного цилиндра с образующей, изоб- 

ражаемой вектором a(N,), и с основанием (45,). Высота h 

этого цилиндра будет равна проекции вектора a(N,) на нормаль 

к поверхности (5) в точке М,, т.е. равна а(М№,)-по(М№,) = 

=a,(N,). Значит, количество жидкости, протекшей за одну се- 
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кунду через площадку (AS,) , будет 

равно приближенно а,(М№,). 45’, 

(здесь AS, — площадь (45,)). 

А тогда количество Р жидкости, 

протекшей через всю поверхность 

(5) за одну секунду, будет прибли- 

женно равно 

n 

Р = Ya,(Nz)-AS,, Рис. 17.6. K определению 
k=l потока векторного поля 

Точное выражение для количества Ржидкости, протекшей за одну 

секунду через всю поверхность (5), получим переходя здесь к 

пределу при A -› 0 (A — наибольший из диаметров частей (А5’)). 

Будем иметь 

P = [|[а„45 = JJ (@- tp) ds. 
(S) (S) 

Этот ответ приводит нас к понятию потока векторного поля. 
Потоком векторного поля 4 через незамкнутую поверхность 

(5) (с выбранным направлением нормали п ) называется поверх- 

ностный интеграл вида 

P = || @-п) 4$. (5) 
(5) 

Если вектор @ и орт нормали Пу разложены по координатным 

ортам Г, }, Е (Яо = cosa-i + со5В . / +cosy-k), To 

Р= || (а, cosa + a, cosB + a, cosy) 45. (6) 
(S) 

Задача П. Рассматривая вектор а как скорость У движения 
частицы жидкости, выяснить, какой смысл имеет поверхностный 

интеграл (а По) 45, если (5) — замкнутая поверхность, лежа- 
(5) 

щая в (р), a Mo — орт внешней нормали к (5). 

Решение. Разобъем поверхность (5) на части (5) и (55); 
поверхность (5!) есть совокупность тех точек поверхности (.5), 

в которых внешняя нормаль к (5) образует острый угол с соот- 
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ветствующим вектором поля a(N), 

а поверхность (55) есть совокупность 

тех точек поверхности (5), 
в которых внешняя нормаль к (5) 

образует тупой угол с вектором поля 

a(N). Тогда интеграл || (@- т) ds 
(5;) 

есть количество А жидкости, про- 

текшей за одну секунду (в смысле 

задачи Г) через поверхность (S)), 
Рис. 17.7. К выяснению (2 

смысла $ (G - fig) dS a JJ (@- tip) as есть взятое со знаком 

(5) (52) 

где (5) — замкнутая минус количество Р› жидкости, 

поверхность протекшей за одну секунду через по- 

верхность (55). Так как 

£6 (G -fip) dS = |[(@- fig) dS + [f (G-fiy) dS = Р-Р, 
(5) (51) (52) 

то мы получаем, что поверхностный интеграл фа По) 45 пред- 
(5) 

ставляет собой количество жидкости, вытекшей за одну секунду из 

объема (Г), ограниченного поверхностью (5). 

Если известно, что внутри замкнутой поверхности (.5) нет 

точек, в которых жидкость создается или поглощается, то поверх- 

ностный интеграл $ (а По) dS = 0, ибо в этом случае P = Py. 

(5) 

Если (a - Пи) dS > 0, то это означает, что внутри замкнутой 

(5) 

поверхности (5) заведомо есть такие точки, где жидкость созда- 

ется, ибо в этом случае Р > Ро. Такие точки называются источ- 

никами. 

Если #(@. 1) 45 < 0, то внутри замкнутой поверхности (5) 
(5) 

заведомо есть такие точки, где жидкость поглощается (исчезает). 
Такие точки называются стоками. 
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Определение. Если (5) — замкнутая поверхность, ограничива- 

ющая объем (V), а Mo — орт внешней нормали к (5), TO 

$ (а По) dS называется обильностью или производительностью 

(5) 

векторного поля a в объеме (И). 

$4. Дивергенция 

Пусть (5) — замкнутая поверхность, ограничивающая тело 

(/) с объемом Г, Яу — орт внешней нормали к (5). Отношение 

{5 (a - jiy) dS 
(S) 7 можно рассматривать как среднюю объемную плот- 

ность потока векторного поля через замкнутую поверхность (S) 

(или как среднюю плотность источников и стоков, распределен- 

ных в теле (Г); говорят также о средней производительности 

этих источников и стоков). 

Станем стягивать поверхность (5) к некоторой фиксирован- 

ной точке JN, лежащей внутри (5) (выражение “поверхность (5) 

стягивается к точке № означает, что точка N находится внутри (5) 

и что диаметр (5) стремится к нулю). Если при этом существует 

конечный предел 

(а. fig) dS 

(5) , (1) 
(5)>М№ V 

то этот предел называется дивергенцией векторного поля а вточке 
N и обозначается diva(N). Очевидно, что diva(N) можно рас- 
сматривать как объемную плотность потока векторного поля а 
в точке №. Из определения дивергенции ясно, что diva(N) He 

зависит от выбора системы координат. 
Отметим, что diva(N) характеризует векторное поле уже 

в самой точке М, а именно: 

1) если diva(N) > 0, то в точке М имеется источник; 

2)если diva(N) < 0, то в точке М имеется сток; 
3) если div a(N) = 0, то в точке М нет ни источника, ни стока. 
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Вопрос о существовании и вычислении дивергенции решает- 
ся следующей теоремой. 

Теорема. Если проекции а,, а,, а, вектора @ непрерывны 

в области (2) и имеют там непрерывные частные производные 

da, 94» 9a, то для любой точки области (D) diva существу Ox ) ду ) д: > 

ет и выражается формулой 

. + Oa 
d — x Га iva 5х + y + a (2) 

>» Пусть точка ЛМ — любая точка из области (р). По определе- 
нию diva(N) имеем 

Я (а По) dS 
. < _ . (5) 

div a(N) = iim, 7 

Пусть йо = cosa-i +cosB- / +cosy-k . Тогда 

Н (а. fig) dS = Я (а, cosa +a, cosB+a,cosy)dS => 
(S) (S) 

=> применив формулу Остроградского, получаем 

. = da, Oa, да 
(4 -iiy)dS = ( Хх. + = aay = S(M)dvV 

(ради краткости мы обозначили подынтегральную функцию через 

Л(М)). Так как (М) непрерывна в области (Г), то, применяя 

ктройному интегралу частный случай теоремы о среднем, получим 

Плод ау = f(M)-V, 
(И) 

< 

где М есть некоторая точка, лежащая внутри (Г). Отметим, что 

если (5) > N, то точка М стремится к точке М. Поэтому 

ло a (МИ _ ~ 
diva(N) = Jim) ——— = Jim АМ) = М) 
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(здесь MbI опять воспользовались непрерывностью функции f ). Так 

как f(N) = (22s + = + г ‚ то получаем 
у < Лу 

. da, Oa, да d — х у < 
IV a(N) ( 9х + ay + az |. | 4 

Замечание 1. Из способа доказательства теоремы следует, что с 
помощью понятия дивергенции формула Остроградского может 

быть записана в виде $ (а По) dS = |Памаау 
(5) (и) 

Таким образом, получается следующая векторная формули- 
ровка теоремы Остроградского (мы даем ее в сокращенном виде, 
не повторяя условий теоремы). 

Поток вектора через замкнутую поверхность равен тройному 
интегралу от дивергенции вектора, взятому по области, ограни- 
ченной этой поверхностыо. 

Замечание 2. Если ввести в рассмотрение символический 

д: 9- 07 . 
вектор Гамильтона У = —i + —/+—А, то diva можно рас- 

дх ду OZ 

сматривать как скалярное произведение векторов У и a. Дей- 

ствительно, имеем 

= [+ ое +0,h)- 

_ да, 9а, Oa, .. . 
=>; + y + 5. = ама. 

Основные формулы для вычисления дивергенции. 

1. УС =0 (С — постоянный вектор). 

2. divC-a=Cdiva (C— постоянная скалярная величина). 

3. div(4 + b) =divad+divb. 
Из формул 2 и 3 видно, что дивергенция есть линейный 

оператор, преобразующий векторную величину в скалярную. 

4. Ч (ф-а) =ф-Чма+этга4ф-а (или в другой записи: 

У(ф-а)=ф.Уа+Уф-а). 
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Докажем, например, формулу 4. Обозначим 

o-4G=A => А= ай ай 

Имеем 

div (ф-а) = div A = — 1У (ф-а) IV 5х + 

д д 
= 57 Ф` ах) + ay ay) + <(@ a,)= 

=ф. Ча + эгадф.а. 

$5. Линейный интеграл векторной функции 

Пусть в поле (р) вектора @ лежит направленная кривая (/) 

(кривая (AB)). Эту кривую (АВ) будем рассматривать как годо- 

граф некоторой векторной функции F(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k , 

1Е[К,Г]. Годографом векторной функции F(t) называется кри- 

вая, описываемая концом вектора F(t), начало которого находит- 

ся в точке О(0, 0, 0), при изменении аргумента гот fy до 7. 

Выберем на (АВ) определенное направление, например, от 

точки A к точке В, и проделаем следующие операции. 

1) Дробим (АВ) точками Ay = A, А, 4), ..., А, = В нап дуг 

АА (К=0,1,2,...,п-1). Точки Ay (xX, ,¥,52,%) следуют друг 

за другом в направлении от точки A к точке В. Пусть 4, — диаметр 

~Ay Ary, а A= max {dy f 

2) На каждой дуге ~A,A,,,; берем произвольную точку М» 

и находим a(M,). 

3) Умножаем скалярно вектор a(M,) на вектор Ar, = А —%- 

Получаем 

a(M ,,) - А r, . 
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An (0) 

М; _. 
A, й Th] 

oo Aw, | Ky у 

. - > 

x 

Рис. 17.8. K определению 
линейного интеграла 

4) Складываем все такие произведения. Получаем сумму 

п-1 _ _ 

с = Уа(М,).Ам. 
k=0 

5) Измельчаем дробление так, чтобы A > 0. 

Если при этом существует конечный предел J = lim с и этот 
> 

предел не зависит ни от способа дробления кривой (АВ) на части 

~A,Ax,1, ни от выбора точки M, на каждой части, то предел | 

называется линейным интегралом от вектора а по кривой (АВ) 

и обозначается 

[4.47 или [а-4®. (1) 
(AB) (/) 

Если кривая (/) замкнутая, то линейный интеграл обозначается 

символом 

фа. dr (2) 

и называется циркуляцией вектора а по кривой (/). 

Так как 

2(Мь) =a,(M,)i +a,(M,)j +a,(M,)k, 

АР, = Ax,i + Ay, j +A%,k , 
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TO 

a(M,)- An, = a,(M, Ax, + a, (My Ay, + ,(M, AZ. 

Значит, 

п-1 п-1 

2.4(Mi) “A = ХМ Аж + ay(M,)Ay, +а,(Мь)Аг |. 

Переходя здесь к пределу при А -› 0, получаем 

[4.4 = [ах4х +aydy + а, 4х. (3) 
(/) (/) 

Так линейный интеграл от вектора а по кривой (/) выражается 

через криволинейный интеграл второго рода. Отсюда, в частности, 

следует, что линейный интеграл | a-dr существует, если (/) — 

(/) 

кусочно-гладкая кривая и проекции а,, а,, а, вектора а непре- 

рывны на (/). 

$6. Вихрь векторного поля 

Введем понятие плоскостной плотности циркуляции. (Это 

понятие аналогично понятию объемной плотности потока век- 

торного поля.) Для этого через фиксированную точку NV области 

(2) проведем некоторую плоскость (0). Положение плоскости 

(О) можно характеризовать ортом нормали к ней: 

По = cosa:-i +cosB- / +cosy-k. 

На плоскости (0) возьмем замкнутый контур (/), охватывающий 

точку №; направление на контуре (/) согласуем с направлением 

нормали Ny так же, как это делается в теореме Стокса. Выражение 

фа. 4 
(yy где 5 — площадь фигуры (5), ограниченной кривой (/), 

5 

естественно назвать средней плотностью циркуляции по плоскому 

контуру (/). Станем теперь (сохраняя орт Mg неизменным) стяги- 

вать область (.°) по всем направлениям к точке №. Если при этом 
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Рис. 17.9. К определению плоскостной 
плотности циркуляции 

фа. 
(/) существует конечный предел dim NV » TO OH называется плос- 

—> 

костной плотностью циркуляции (для данной плоскости (Q) ) 

в точке №. Плоскостную плотность циркуляции будем обозначать 

через и(М№,по) , так что 

$a dF 
4.) = lim м. UCN fig) = Jim O— (1) 

Найдем выражение для плоскостной плотности циркуляции влюбой 

точке NV области (р) и для любой плоскости (0), предполагая, что 

a, 9a, 
oy ? OZ ? проекции ах, ay, а, вектора а иихчастные производные 

да да, y да, да, да, б D. И 
Ix? dz’ Ox’ ay непрерывны в области (D). Имеем 

фа -dr = фах ах +а,ау + a,dz. Применяя формулу Стокса, получим 

(/) (/) 

cosa cosB cosy 
.. | | д д д 

} дх ду dz ИХ ) 
а а а ©) 

($ 
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(ради краткости мы обозначили подынтегральную функцию через 

(М) ). Так как f(M) непрерывна на (5) , то, применяя к поверх- 
ностному интегралу частный случай теоремы о среднем, получим 

[ла = £()-S, 
(5) 

un? 

где М есть некоторая точка, лежащая Ha (5). Отметим, что если 

(5) > М, то точка М стремится к точке №. Поэтому 

_ _ f(M)-S 
№) = 1 (М, по) fm, < = lim f(M) = f(N) 

MowN 

(здесь мы опять воспользовались непрерывностью функции ff ). 

Таким образом, окончательно получаем 

cosa cosB cosy 
.. д 9 9 

№ [— [— — — — HN fin) = Л =| 3; 3 | , 
a, ay а. leon 

или 

(№, по) 04, >. Icosa + Ц 960 ду 9 

da, oa, да, да, 
+ Ox Joos + 5х ay ов (2) 

Если выражения, стоящие в скобках в формуле (2), не равны од- 
новременно нулю, то (как раньше для производной по направле- 

д 
HHIO Г) естественно возникает следующая задача: 

Для какого направления нормали No, т.е. для какого положе- 

ния плоскости (0), проходящей через точку № плоскостная 

плотность циркуляции векторного поля в точке №: и(М№,й,) имеет 

наибольшее значение? 

Рещение. Введем в рассмотрение следующий вектор: 

. (doa, 9а,\- (da, da,)> [9а, да,)- 
= — = — — = k › 

и ду OZ } + OZ ox } +( Ox oy 3) 
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или, в символической записи, w = . (Очевидно, что 

i j К 
д9 9 9 

ox ду a 
ах а, а, 

W не зависит от направления нормали Ay.) Тогда плоскостная 

плотность циркуляции в(М№,по) выражается следующим образом: 

и(М№, йо) = (W - tig) = М] - о] - с0$0 = [i] cos 6 , 
=I 

где @ — угол междувекторами W и fig (CM. рис. 17.10). у 

Отсюда видим, что и(М№, по) имеет наибольшее зна- 

чение для той из плоскостей, проходящих черезточ- 

ку №, у которой направление нормали пу совпадает по 

с направлением вектора у , причем это наибольшее 9 

значение ц(М№,По) равно как раз длине вектора W , 

т.е. наибольшее значение и(№,%) = [И .Этотвектор 
W называется вихрем, или ротором, векторного поля Рис. 17.10. 

а вточке Nu обозначается rota. Дадим более де- К определению 

тальные определения. вихря 

Определение 1. Вихрем векторного поля а в точке N e(D) 
называется вектор следующего вида: 

N 

i j К 

rota = 9 9 9 
ox ду 9: ; (4) 
a, а, а, м 

Определение 2. Вихрем векторного поля а в точке Ме(р) 
называется вектор, который направлен так, что для перпендику- 

лярной к нему плоскости, проходящей через точку №, плотность 

циркуляции в точке М будет наибольшей, а по длине — равный 

этой наибольшей плотности циркуляции. 

Из определения 2 следует, что вихрь векторного поля не 
зависит от выбора координатной системы. 

Замечание 1. Из приведенного выше способа вывода формулы 

для и(М№,По) следует, что (у - йо) = (rota - п) , а поэтому формула 

Стокса может быть записана в виде 
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фа. dr = || (rota - tig) dS. (5) 
(7) (5) 

Таким образом, мы получаем следующую векторную формулиров- 
ку теоремы Стокса (мы даем ее в сокращенном виде, не формули- 
руя условий). 

Циркуляция вектора @ по контуру (/) равна потоку вихря 

этого вектора через любую незамкнутую поверхность (5), натя- 

нутую на контур (Л. 

Замечание 2. Если ввести в рассмотрение символический 

вектор Гамильтона У = Эт. 97, 9 ‚ то rota можно рас- 
дх ду J dz 

сматривать (формально) как векторное произведение вектора V 

и вектора a. Действительно, имеем 

(Уха) канона, = 

i j К 

= 9. 9. 9 = rota 

ox ду az 
a, ay, a, 

Основные формулы для вычисления вихря. 

1. rotC =0 (C — постоянный вектор). 

2. rotC -a =C-rota (С — постоянный скаляр). 
3. rot(a+b)=rota+rotb. 

Из формул 2 и 3 заключаем, что вихрь есть линейный опера- 

тор, преобразующий данный вектор @ в некоторый другой век- 

тор rota. 

4. го (ф-а) = фгоГа + grado xa (или, в другой записи, 

Ух (фа) =х(Уха) + Уфха). 

Докажем, например, формулу 4. 
> Имеем 

ij ok 
. 9 9 9 

t = — — —. | = 

(а) = | к у 3 
фах фа, фа. 
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_ [9(фа.) AGay)\> (A(pa,) _ да.) \ : , [9а,) д(а,) |; _ 
-[ ay az | az ax ji Ox oy Je 

i j k 
~ jdm 94 9 -. ~ 

=p-rotat+|— — —l=o-rota+ gradoxa. $ ax ду 95| ° oe 
ах а, a, 

$7 Дифференциальные операции второго порядка 
в векторном анализе 

Операции градиент, дивергенция и вихрь называются диффе- 
ренциальными операциями первого порядка в векторном анализе. 
Применяя эти операции повторно, мы получим так называемые 
операции второго порядка (все эти операции, конечно, линейные 
и не зависят от выбора системы координат). Формально можно 
представить себе девять операций второго порядка, а именно: 

gradferat), ргад (Фуа), gradtrota), 
div(grad@), Чту(Зьга), div(rota), 
rot(grad@), rot(divd), rot(rota). 

Изних зачеркнутые, очевидно, He имеютсмысла. Все же остальные 
операции используются в векторном анализе и его приложениях. 
Всюду в дальнейшем будем предполагать, что функция ф(х,у,<) 
и проекции a,(x,y,Z), а,(х,у,<), а,(х,у,<) вектора а(х,у,<) не- 
прерывны в области (р) и имеют там непрерывные частные про- 
изводные по всем аргументам до второго порядка включительно. 

1. Рассмотрим операцию div(rota). Покажем, что всюду 

в (2): а (го а) = 0, T. e. что вихревое поле не имеет ни источни- 

ков, ни стоков. 

№ Положим rota = А (это — обозначение). Имеем 
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- 0A, 
div (rot а) =div A= OAs +— + OA, _ 

ox ду 9: 

(aa, Wa, (24. _ 27a, ) da, da, 
~{ дудх дгдх| | dzdy охду| | axdz дгду |: 

Так как, по условию, смешанные частные производные непрерыв- 

ны в (2), то 

aa, _ да, da, да, 92а, da, 
дудх дхду’ 9дгдх axdz’ dzdy 9дудг 

всюду в (D). Следовательно, будем иметь div(rota)=0 всюду 

в (2). 4 

П. Рассмотрим операцию rot(grad@). Покажем, что всюду 

в (О): rot(gradq) =0. 

> Положим gradg = А (это — обозначение). Имеем 

4 дф = 00 = дф = 
А = grado = —i + —j +—k;; grad ф ox. ay” a, 

=A, =A, =A. 

i j ek 
- д9 09 9 

t do)=rotA=|—- — — = rot (grad @) = го x Эу 5 

A, A, A, 

_(aA, aA,)- (aA, дл.)- (AA, ал.) 
- [^^ ег (24 ax |7" к = 

402



9?ф 9?ф - 9?ф 9?ф - 97ф 9ф - = 
= — — — К = 0 ; 

[ze 2 | (22 OZ0X 1* у в (р) 
iw „/ Nee _) we a 

=0 в (D) =0 в (0) =0в (0) 

ибо, по условию, смешанные частные производные от функции Ф 

непрерывные в (р), и, следовательно, 

Neo ЭФ eo HL Vy 
Эду 992’ 99% эх’ Эудх ах, © (2). < 

III. Рассмотрим операцию ЧУ (2га4Ф). Положим grado = А 

(это — обозначение). Имеем 

А= grado = 297 5 99 7 4 28 р. 

ox 3 5% 
= A, =, =A, 

- oA 2 2 <2 
div (grad) = div A = Ae 4 y +94 =~ 279,99 90 

Рассматриваемый оператор называется также лапласианом скаляр- 

ной функции Ф и обозначается символом AQ, так что 

92ф 97ф 070 

тот. ox“ oy д: 

ГУ. Рассмотрим теперь операции grad(diva) и rot(rota). При 

вычислении рга4 (у а) мы не получим каких-либо простых вы- 

ражений (как в предыдущих случаях). Операция 2гад (Фуа) связа- 

на, как будет показано ниже, с операцией rot (го а). 

Предварительно введем понятие о лапласиане векторной 
функции. 

Определение. Лапласианом векторной функции a(x, y,Z) назы- 

92а й 92а 97а 
+ 

ax? ду’ az? 

div (grad) = Ag = 

вают следующее выражение: Ad = 

Так как а =4,i ча,/ +а,К , то 

2 _. 92 _ 2 _ 2 _ 92 _ 2 _ 

oa - [Ван он рту «аа, 
х°. 9х x у 
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= Aa,i + Aayj + Aa,k, 

т. е. лапласиан от векторной функции a(x, y,z) есть такой вектор, 
проекции которого на оси координат равны лапласианам от соот- 
ветствующих проекций данного вектора. 

Покажем, что операция Аа , ставящая в соответствие вектору 
а некоторый вектор Ad , позволяет связать операции grad (div а) 
и rot(rota) следующим образом: 

rot (rot a) = grad(diva) - да. 

№» Положим rota =A (это — обозначение). Имеем 

i j К 
~ д od 9 
А = това =|— — — = 

ee Vax у 9 
ах а, а, 

_ да, _ да, an да, _ да. i+ да, _ дах Е. 

oy 9: \ Oz Ox ) ox oy 
=A, =A, ву 

_(9A, _ 9A, 7+ (4s _ al dA, 0A, i 

ду a dz ox ox oy 

=np, rot (rot 4) =пр, го! (rot d) =пр, rot (rot д) 

Имеем 

404



_ д?а, й 9?а, й da, (07a, й 92а, й д°а, | _ 
дхду дхдх dx? дх? ду? 95? 

9 (22s day + da, —_ да, = = (div a) — Aa,. “axl Эх ay az 

Таким образом, получили 

np, tot (rot d) = = (div a) - ла, (1) 

Совершенно аналогично находим далее, что 

пр, rot (rot а) == (div a)- Aay, (2) 

np, rot (rot a) = (div а) -да,. (3) 

Умножая обе части равенства (1) на / , обе части равенства (2) на 

} › а обе части равенства (3) на К и складывая соответствующие 

части получаемых соотношений, будем иметь 

rot (rot 4) = grad(diva)- да. 4 

Из доказанной формулы получаем еще один способ вычисления Да: 

Aa = grad (div a) — rot (rot а). 

Из этой формулы для Аа виден следующий важный факт: вектор 

да не зависит от выбора системы координат. 
Отметим следующие основные формулы для вычисления лап- 

ласиана от векторной функции. 

1. А(Са) =C-Aa (C— постоянная скалярная величина). 

2. А(а+5) =Аа+дЬ. 
3. A(C -O) = С. Аф (С — постоянный вектор). 

4. Оператор Лапласа перестановочен с операторами grad, div, 

rot, т.е. 

A(grad) = вгаа(А Ф), A(diva) =div(Aa), A(rota) = rot(Aa). 
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